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VOEWORT. 

ALs F. Klein im Wintersemester 1895/96 eine zweisfcündige Yor- 
lesung ^;,über den Kreisel“ bielt^ untemahm er es in erster Linie^ die nament- 
lich in England verbreitete unmittelbarere Auffassimg der mechaniscben 
Problème gegenüber der abstrakteren Farbnng der dentscFen Scinde 
zu botoneii, andererseits die namentlicb in Deutscbland ausQ-ebildeten 
Metlioden der Riemannsclien Punktionentlieorie für die Mecbanik friiclit- 
bar zu maclien. Die Berücksicbtigung der Anwendungen imd der pliysi- 
kaliscben Wirklichkeit wurde damais zwar in einzelnen Beispielen an- 
gedeutet nnd lebhaft gefordert, aber nocli nicbt in vollem Umfange 
durcligeführt. 

In der aus der Feder von A. Sommerfeld stammenden uinfang- 
licben Drucklegung ûberwog mebr und mebr das Interesse der An- 
wendungen, besonders nacli dessen Übernabme eines Lehramtes in der 
tecbnisclien Mecbanik nnd spater in der Pliysik. Der auf diese Weise 
binzutretende Stoff astronomiscben, geopbysikaliscben und tecbniscben. 
Inbaltes batte aber gegenüber dem Plane der ursprünglichen Vorlesung 
mit Notwendigkeit eine Anderimg des matbematiscben Standpunktes 
im Gefolge. Wabrend die in den ersten lieften vorbereiteten Nabe- 
rungsinetboden (Metbode der kleinen Scbwingungen, Bebandlung der 
pseudoregularen Pracession) und namentlicli die anscbaulicbe Formu- 
lierung der mecbaniscben Prinzipien mittels des Impulsbegriffes den 
Anwendungen aufserst konform waren, erwiesen sicb die weitergebenden 
funktionentbeoretiscben Metboden, die genaue DarsteUung der Bewegung 
dnrcb eUiptiscbe Puuktionen etc., weiterbin als entbebrlich. So wurden 
Z. B. die Parameter c^, /3, à) bzw. die mit ibnen verwandten Quater- 
nionengrofsen, deren geometriscbe Bedeutung im ersten, deren analy- 
tiscbe Wichtigkeit im zweiten Hefte mit besonclerem Nacbdruck beraus- 
gearbeitet war, in dem dritten und vierten Hefte fallen gelassen, natür- 
licb in voiler Übereinstimmung mit Klein selbst, dessen Interessen 
sicb ebenfalls mebr und mebr den Anwendungen zugewandt batten. 
Insbesondere kommt das vierte Heft bei der DarsteUung der tecb- 
niscben Kreiselprobleme mit dem aUereinfacbsten und elementarsten 
Gesetz der Kreiselwirkung aus, welcbes unmittelbar aus der Impuls- 
auffassung der Dynamik starrer Korper fliefst und zu Beginn dieses 
Heftes nocb einmal kurz abgeleitet wird. 

Wir woUen nicbt leugnen, dais unserer Arbeit auf diese Weise 
im Lauf der fünfzebn Jabre, die zwiscben dem ersten Plan und dem 
nunmebrigen Abscblufs des Bucbes verflossen sind, mit der Einbeit der 
Zeit aucb die Einheitlicbkeit von Stoff und Darstellungsart verloren 
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Vorwort. 


gegangen ist, dafs wir in Bezng :iiif Jie Mli.geinr‘int\ sog. anal 
Meclianik frûher, namenUieli in den Anzeigini zii ik'l'i, I und I!, niajadirs 
Yersprochen haben, was spatcr iiiclil:. gduili.(‘ii. wird, daf:; wir aandn-nr- 
seits mancben mathematiscben Seitemveg eing(‘sc,lîlag('n halani, do.v mis 
Yorübergebend von unserein ITanptziel ablenkin: drin kimkrriim \'er~- 
stândnis des dynamischen Problcms. ]Vlr)g(î dio \ ifîsin'i igkrii* cb-s In- 
baltes und die Mannigfaltigkeit der aiiges(‘.libig(‘noii luiwrnssmigebirte 
als Ersatz angeseben werden fûr die luangvlndc^ Sysienndik imd Zi(d- 
sicberbeit der Darstellung. 

Wenn wir von neiiein den gesamüni Htod’ zu dispoiuVrrn iiatbng 
so wûrden wir wabrscbeinlicb die eigeiitlic*h<‘ Miadiaiiik dns KrnisivLs 
einscbliefslicb ihrer Anwendimgen auf eiinnn vitd kbdnmaai Ivaimi da,r- 
stellen, unter Bescbneidung der analytisebeii S<dl(‘ns(di(’dsling(‘. welcJio 
sicb. so gern von dem Stamni der Mecdianik abzwcagim. Mit di(‘S(‘r 
Darstellung würden wir uns an das grolse Publikum allnr iiaturwissnii- 
scbaftlicben oder tecbniscbeii Interesseiiten der KreisfdDieorie wianhai. 
Die analytischen Spezialaustubrungeii; di(‘ wir s(di()!i wt^geti ihrer 
besonderen Scbonbeit gewifs nicbt uiiterdrüekt wissen inücdden, wilnlen 
wir in einer anderen Darstellung imr (bnu (‘ugereu ninthennii is(du‘ii 
Kreise vorlegen. Was endlich die Dediirfuisse des gmiz uiuindlHnnaiisiduni 
LeserS; also die scbwierige Frage natdi d(n' pofiulilnm l'irklhning d(‘s 
Kreiselpbânomens betrifft, so bnben wir hi(‘rzn ini zweiim llef'i eint* 
eingebend begründete kritiscbe Stdhuig genoiiinum iind zu Anfaiig des 
vierten Heftes nocbmals den zwar etwas buigeii, alnn*, wi(‘ uns selndnt, 
allein gangbaren Weg gekennzeiclinot;, d(‘r von (li'ii allgenudinm Inipids 
sâtzen der Dynamik des starren Korpers ausgdit. I)i(‘ 1 nipulssiilzt» wird 
man entweder systematiscb ans der PunktnKmhanik Inn-aus (‘ntwielndii 
oder gegebenenfalls nur dnrcb Expérimente (uliiutern, inn Hi(‘ w<‘ii(‘rhin 
axiomatiscb zu postiüieren; auf Grand di(‘ser Hiiize lasstm sidi dann 
aile die zum Teil paradoxen Thatsachen dor Kndsdilu'orit^ als wohi 
definierte Nâberungsaussagen qualitativ verstehen und in ilirmn (îüliig» 
keitsbereicbe obne Unklarheit unigrenz(‘n. 

Der Kreisel ist vor allen anderen nuH'hauiscdn'in Vorî’ii*hiung(m 
geeignet, den Sinn fûr wirklicbe Meclianik zu wtudcmi. Mügv 
der Darstellung unseres Bucbes diesem ZwchîIc in eilidhleni Mai'sf' (iiemni 
und sicb dadurcb auch in Zukunft des ehrenvolleii Bmhiamens wilrdig 
erweisen, den ibm scbon Sir John Ilerschel ladb^gi.i^, des Nannms 
eines pbilosopbical instrument! 

Gôttingen und Müncben^ im April IbKk 
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Kapitel IX. 

Teclmîsclie Anwendungeîi. 

§ 1. Di© wichtigste Formel der Kreiseltheorie. AUgemeines liber die 
Stabilierung durcli Kreiselwirkungen. 

Dais dielses Schlufsheft iinseres Werkes so spât erscheint^ kônnen 
wir im Interesse der Saclie nicht bedauern. Sind docb die tecbniscben 
Anwendungen, um die es sicb hier bauptsachlicb bandelt^ erst in den 
letzten zelin Jahreii, also wahrend des Drucks dieses Bucbes, entstanden; 
wir erinnern an die Scbiiellbahnen, an den Scbitfskreisel und den 
Kreiselkompafs. 

Bei iiirer Erklarung bewabrt sicb nun in besonderein Malse das 
unserer ganzen Darstellung frûher zn Grande gelegte mecbaniscbe 
Prinzip: die Voranstellung des Impulsbegriffes. Wir gelangen von 
hier ans unmittelbar zu derjenigen Formel, auf der die Théorie fast 
aller technischen Anwendungen beruht. 

Da wir wünschen, dafs die Entwickelungen dieses Kapitels auch 
ohne eingehendes Studium der vorangehenden Kapitel verstândlich sind 
und sich womoglich auch in den Handen des Ingénieurs als fruchtbar 
erweisen mochten, scheint es angemessen, die zu ihrer Begrûndung 
dienenden Formeln und Begriffe hier in Kürze zusammenzustellen. 

Der Impals (genauer gesagt „das ImpulsmomenP^) war das Moment 
der Bewegungsgrolse der einzelnen Massenteile des rotierenden starren 
Kôrpers, bezogen auf den festen Punkt desselben. Haben wir es 
mit einem schneli rotierenden Schwungring oder Radsatze zu thun, 
so ilberwiegt die Rotation um die Symmetrieaxe (,,Figurenaxe^^) so 
sehr über die dem Korper („KreiseF) sonst etwa erteilten Drehungen, 
dais die Ebene jenes Momentes merklich senkrecht zur Figurenaxe 
steht, merklich in die ^Âquatorebene des Kreisels^^ faILt. Der Impuls- 
vektor, welcher senkrecht auf jener Ebene errichtet wird, fallt dann 
merklich in die Figurenaxe. Seine nach dieser Axe genommene 
Komponente, gcgen die also die anderen Komponenten meist vernach- 

Klci n -Somme rfeld, Kreisclbcwegang. 49 
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IX. Technische Attwendungen. 


lâssigt werden kormen, nennen wir den „EigeîiinipiiLs‘‘ K Es isi das- 
jemge Antriebsmomerit G;DraU'0; das wir beiîu Anlassoii des Kreisels 
dnrcb eine Scbnur auf ibn übertragen, das beini Sehifl'skridst*! dureh 
den Tnrbinenantrieb oder bei den Eisenbaliîiriidern dundi dw Zugkraft 
der Lokomotive unterbalten wird. 

Der frûheren Bevorzugung des Ulirzeigersiiines nnd des Idnks- 
Scbrauben-Koordinatensystems (vgl z. B. Eig. :> a,iir pag. IS) enisprielit 
es, dafs wir den Impnlsvektor nacb derjeiiigen Seiie ziehen, von dd* auB 
die Kotation um die Figureiiaxe, die „Eig(‘Hre{ai.i<Hi“, ini UhrztM'ger- 
sinne dreht. 

Die Einfabrung des Impulses liefert. mai dit‘ MdgliclikeiE die 
Grrundgesetze der Dynamik des Kreisels ebenso (dnlaeh and fast. mit 
denselben jWorten zu formulieren wie die Dynamik d(\s (‘inzelnen 
Massenpunktes : Ber Tcràftefreie Kreisel heivegf sirh so, cùifs sein Inipuls 
nach EicUung und Grofse im Eaum Iwmfmif hlrîlff (entspiaadiend dem 
Gralileiscben Trâgbeitsgesetz des eiuzelneii Wassimpunkies). Und: 
Unter dem Einfliifs aufserer Erciffe leivegt sirh dvr .En^isrl dmirf, dafs 
die ÂnderungsgescJiwindigl'eit des Impidsreldors 7uwli liichtioig nnd (SrUfse 
gleich ist dem (ebenfalls dnrcb einen Vtdvtor dargt'siellitm ) Momad dvr 
mfseren Erâfie in hemg auf den SüUzpimli \dvs Kndsris. ( Newion- 
scbes Bescbleunigungsgesetz *) für den Mass<m[)iuikt.) 



I r)i(^ wiediiigsit' bornnd der 
Krei sel tlie crie. Wir bei ra,ehi(‘n eimm 
Scbwungring, der mit demi Eigimimpids N 
(gleicb Tragbeitsinonnmf. um die Uiganm- 
axe mal Winkelg(‘S(*hwiiidigkfii um dieKelbe 
Axe) begabt ist, umi dtmken seim* Figurtm- 
axe etwa iii horizoutabu’ iaig(* { k'ig. lld). 
Wir dreheii dies(‘ Axe um (iie Vm-tikale 


dnrcb 0^ obne die Urëlsi' dtss Eigenimpulses 
znbeointhilkuM Dndiwinkel ;/% Drehgeselnviii- 
digkeit dîp/dt). Welcbes Moment ist lii(‘rzu (‘rfonbudiidi? 

Die AnWort liefert unser InijailB-sat/,: In der 'Avll dt brscluviht 
der Endpunkt des Vektors N den Wcfr in .ier 1 lori/,,nil.nh4M.n(} 

senkreckt znr Figurenaxe. Seine Ge.scliwindijrkeit i.st nl.sn 



_ _*) Dieee Bezeichnung ist eigentlicli jiiclil ld,st..riK<-h frru 

m semer Les secimda nicht von der BesetdcunigunK, Houdc.rn 
der qnantitas mota 3 “, d.h. der Impuleandcrnng, wio .•il„.rhaupi 
anch m den Newtonschen Prinzipien voran stclit. 


Nawitoi Hjiriclit 
von (lor Âîi<J«Turi^>' 
<i(U' înipulHho^^rifr 
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Dies ist zugleicli das ânfsere Moment SDÎ, welches wir aafzuwenden 
liaben, nm diese Impulsânderung zu veranlassen. Es wirkt um die znr 
Figurenaxe O F und Vertikalen OV senkrechte Axe O K, die wir wie 
frûlier die ^^Knotenlinie^^ nennen. Der Sinn des Momentes ist aus der 
Figur ersiclitlicli: Stellen wir 9K durch einen Vektor dar, so ist dieser 
der Impulsgeschwindigkeit gleichgericktet, weist also in der Figur nach 
vorn. Dem entsprickt ein Drekpfeil, welcker die Halbaxe OK ioi 
tibrzeigersinne umgiebt. 

Diesem Momente SDÎ eiitgegengesetzt ist die Kreisélwirkung, d. b. die- 
jenige Trâgbeitswirkung des rotierenden Schwungringes, die wir fort- 
gesetzt zu überwinden baben, wenn wir ibn in der gescbilderten Weise 
bewegen. Wir nennen sie K und baben 

(I) 

Der Sinn der Kreiselwirkung ist demjenigen von 90Î, somit dem Ubr- 
zeigersinne entgegengesetzt. 

Die Kreiselwirhung hesteht also darin, dafs sicli die Ase des 
Scliwungringes aufmriclden und mit der Axe der Mmulwmmenden 
DreJmng in gleichsinnigen Farallelismus m set^en stréb% der art, dafs der 
Dréhsinn der Eigenrotation mit demjenigen der liinzukommenden Dréhu/ng 
übereinstimmen loürde. Die Grofse dieses Bestrebens ivird durch (I) ge- 
messen und durch das clufsere Moment STO im GleicJigewicht gehalten. 

Zu erwilbnen ist nocb^ dafs zwar nicbt znr Unterbaltung, aber zur 
Einleitung der Drebung um die Vertikale ein Impuls um diese Axe 
von der Grofse AdTjjjdt erforderlicb ist (A = Tragbeitsmoment des 
Kreisels um eine aquatoriale Axe). Der Gesamtimpuls des Kreisels 
bestebt daber aus der Eesultante des borizontalen Eigenimpulses N 
und dieser vertikalen Komponente. Indem wir die letztere vernacb- 
lassigten und bei der Anwendung unseres Impulssatzes den Gesamt- 
impuls mit dem Eigenimpuls identifizierten, begingen wir eine Unge- 
nauigkeit und setzten stiUscbweigend voraus^ daB die Drebgescbwindig- 
keit d^jj/dt klein sei gegen die Eigenrotation. Dementsprecbend entbalt 
aucb unsere Formel (I) eine Ungenauigkeit (vgl. biermit die strenge 
Formel (III)); die sie aber gerade für die Anwendung auf die praktiscben 
Fâlle besonders geeignet macbt. 

IL Yerallgemeinerung dieser Formel. Wir denken uns wieder 
den Kreisel um die Vertikale gedrebt, wobei aber die Figurenaxe nicbt 
die Horizontalebene bestreicben, sondern unter dem beliebigen Winkel -0’ 
gegen die Vertikale geneigt sein soll. Der Eigenimpuls N bescbreibt 
bei unverânderter Lange einen Kreiskegel und sein Endpunkt einen 

49 =** 
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IX. Teclmisclie Anwi'iiduiiiîiMi. 


Kreis vom Radius N sin » (vgl. Fig. 1141 Wahrcnd .Irr Z(>ii ,/l i.st 
also der Weg des Impuls-Endpunktos iY sin if il tr und s.Mue (ieschwiii- 

digkeit jV siii W?" paralltd der Ivnoteu- 
linie. Deiiu‘iits|)re(*li(‘iid hestimnii sieh (udiBe 
und Axe des âulsereii i\îouH‘nit‘s u (déliés 
zur üiiterlialtung dt'r Bewt'gung naziilu'iiigen 
ist, sowie (îrülse und Ax(‘ dm* hn'isrhrn'kioui 

(II) A^ --- A' sin 

mit welcher der Kndsid si<*li dm* ih'tdiung 
um die Vertikah^ widersidzt. Der Sinn der 
Kreiselwirkiuig wird aueh j<*izi | vgl. Dig. 1 14 ) 
durch die Tendenz zum gleichsiniiigen Parallelismus i^'sidiriidani. Aiieh 
diese Formel gilt nur mit Nalieruug und s«d'zi voraus, dais dit* Eigen- 
rotation grofs sei gegen die liiuzukomnumdt* Dndiuiig. 

in. Der strenge Ausdruck fiir di<^ d'rlight'i is w i r k n ng dt^s 
Kreisels. Obwolil von geriugerer VVitddigkeii, nirige aiieh (Dr allgt* 
meine und in Strenge gültige Wert der dd-agluniswirkuiig nbgvltaiui 
werden, die sich aus der bisher betraeliitdtm K nnstdwirkung und tdiier 
hinzukommeiiden Centrifugahvirkung ziisanunenstd/.mi wird, unltn* bd- 



genden Voraussetzungen: Die Bdgurenaxt* is( uni dmi W’inktd »)■ gt‘g(‘ii 
\r die Veriikab* gmndgt : um ((‘i/.ien* 

lindet tdne gbdehniürsigf* Dndiuiur 
J) (lil'/df siaii; tltn* linpuls wandm'i da- 

/ \ bei oluit* Aml(‘iaing st^incr DrüLb* auf 

F einem Kndsk(‘g(d uni dit* \’eriikai<‘. 

Dus ibduudtmieui. tbvs Impuls" 

Fndpunkitxs / ( vgd. Fig. IFd) isi 

wu // D/ dm* Badins d(*K 
von / i)<*srhri(d)(‘ïn*u Kndse.s isi. 
llitu'auH hrsf inuni sieh da.s aulVai- 
wendtmde Monnnit Alf und dit' ilun 
entgeg(‘îigt‘std:7.t(‘ 1’ragln*iiswirkung K 
wio oluni. Fs koinnii, also lediglieh 
aui di(‘ B(*rc(duiung d(\s Iiadius II an. 

Dit' \\ ink(‘!g(‘S(*ii\vindigktdt. il 4' ! lit 
tragen wir uls Dndipfoil in dt'i* \ t‘rti 

Mg. U 5. Il- 

kalon auf und zi'rlt^gtni dtnistdbmi, da 
die Vertikale keine Hauptaxe tür die Masson v<*rteilung dtvs Srliu ungî*iug<‘s 
ist, in zwei Komponenten nach der Â((iiatond.(>ue. und .èu- l'igiuvnaxe: 


sin 


diif 

dt 


imd 


(‘•OH i)* 


d F' 
ili ' 
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Die zugehorigen Ânteile des Impulses werden durch Multiplikation mit 
deii bez. Tragbeitsmomeuten gewoimeii. Wird aiso das Trâgbeits- 
moment für eine Axe der Aquatorebeue mit A bezeicbnet, so erliâlt 
man die zur Figurenaxe senkrechte Impulskomponente, welche bei 
der vorangebenden angenaberten Betracbtung gegeii den Eigenimpuls 
vernacblassigt wiirde, gleicb 

OP = A sin * 

at 

Macbt man in der Figur OP = NI, fügt also diese zur Figurenaxe 
senkrecbte Komponente zu dem Eigenimpuls N == ON binzu^ so erbalt man 
den Endpunkt des Impulsvektors J. Der fraglicbe Radius E ergiebt sicb 
uuU; wenn wir den Linienzug ONI auf die Ricbtung MI projizieren, zu 

R = ON sin '0' — NI cos d' = N sin — A sin d ' cos O' • 

(It 

Sômit ist aucb die gesucbte Tragbeitswirkung bekannt: 

(UI) 

Das bier gefundene Zusatzglied 

-Asin»cos&(^y 

ist übrigens ans der Tbeoriè des einfacben spbariscben Pendels bekannt^ 
es ist die dort als Moment der Centrifugalkraft bezeicbnete Wirkung. 
Verscbwindet namlicb der Eigenimpuls des Kreisels (iV"=0), so scbwingt 
der Kreisel wie ein spbariscbes Pendel mit dem Tragbeitsmoment A. 
Wir kônnen uns dieses realisiert denken durcb ein Fadenpendel von 
der Lange l und Masse so dafs 

ml'^ = A, 

Hier ist nun die borizqntal wirkende Centrifugalkraft 

Z == ml sin 

imd deren Moment um die Knotenlinie 

ml sin ^ d' == A sin O’ cos y 

also gerade der obige Ausdruck. Aucb das négative Vorzeicben unseres 
Zusatzgiiedes stimmt mit dieser Betracbtung überein, indem das Moment 
der Centrifugalkraft das Pendel von der Vertikalen zu entfernen strebt, 
also den nrngekebrten Sinn bat^ wie das erste Glied in (III) und wie 
der Pfeil K in Fig. 115. 

Es ist aber zu bemerken, dafs die Scbeidung der Tragbeitswirkung 
(III) in Kreiselwirkung und Centrifugalwirkung keine absolute ist, son-, 
dern davon abbangt, dafs wir die Figurenaxe bei der Berecbnung des 
Impulses ausgezeicbnet baben. 
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IV. Stabilierung durcb Kreiselwirkinigen. der aui- 

fallendsten und bekanatesteii Folgerung.'u dn- Kivisidth.M.rii' ist (U(3 
MôglicKkeit, durci Aubringung rotieronder |,Sch\vuuginasscu ('inen au 
sicb instabilen oder neutralen Freibeitsgrad zii slai)ilisierfu. I )as Hcliema 
dieses Verfabrens, fur welcbes uns die Ei-ürieningen dioscs Kaidtols 
mebrfacbe Beispiele liefem werden, liU'sfc sich auf Orund uus.-r.TlM.rniel Q.) 
an einem Beispiel folgendermafsen (lar.st.eUeu. 

Die Lage der Figurenaxe in der Ilori/.onialehrne (vgl. Fig. IIC»)^ 
welcbe durcb den Winkel ip gemessen wird, ist au sicli, d. li. lad nicht 

rotierencleîu Scliwungriiigt^, iiKlillVrpni: Kln 
Drehmoiueut 'K lun dit» \d‘rt ikalt* Ixnvirkt 
einen Aiisschlag tlt‘r sicli nniitdrt dr^s für 
die Vertikale in ürinudii koninu'iidnii iujuîi-- 
torialen Trilgbeiisnioniriiit's A ans (ier Bo” 
schleuniguiigsgleicluuig i)(\stiinnii 

(iTa) .i';;;: 

Ist aber der H(‘.li\vungriug in l\o(aiion ver- 
setzt, SC) ist mil diestnii Aussrhhig tnne 
Kreiselwirkiuig./v" vcn-buiuhni, wrhdu^ dur(di(I ) 
bestimiut ist. ]>'7r .svAvv/ rfoyins^ dafs die 
Figurenaxe nicht mehr^ wie wir in 1. annahnnni, /;/ der II(>ri,:a}dalehnie 
festgéhàlten wird, sondern sorgen durch eî}ie gecignete Axiflidngiuig dufilv^ 
dafs sie ihrer Tendmz zmi Paralldisnms nid der rniihdni Drelxtj'e 
folgen Tcann. Sie wird dann ilire Neigiing gegtni di(‘ Xdndikab^ V(n*- 
mindern, entsprecbend der BescliloiinigiingHglcdcdiung: 

(iVb) ^ ^ = 

Hierans ergiebt sicb für die Winkcdgescliwindigktdt dm* l!<d)ung cior 
Figurenaxe 

(lYc) 

^ ^ dt A 



Fig. 116. 


vorausgesetzt^ dafs wir das Azimutli i/» von eiinn* Lagn ans ziUibnî, in der 
dd'jdt gleicb Null war. 

Nun würde aber die Fortsetzung der Dreluuig dif df um f->A'”(dne 
Verlagerung des Impulses N, und zwar nacb olx-n etrordcm, g.-iaub; so 
gut wie die Drebung um OV eiue Vtu'lageruiig in dur ! lorizuntal- 

ebene. Es tritt daber abermals eine Kreiselwirkuug auf, und zwar um 
die zu OK und OF benkrecbte Axe OT. Wir 'nmm.m dirs.dluî IC 
und bestimmen sie wieder durch die Formel (1) zu 
(IV d) 

dt 



§ 1. Die wichtigste Formel der Kreiseltheorie. 
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Entsprecliend der Tendenz zum gleichsiniiigeii Parallelismus wirkt sie 
im umgekehrten Sinne wie (Üe ursprüngliclie Drehung also in 
Fig. 116 entgegen dem Uhrzeigersinne. Zn dem Drehmoment ¥ gesellt 
sicli also das G-egemnoment Æ', 

Die Bewegungsgleichnng (IV a) geht daher über in 

(IV e) = V + = Y + 


In den Gleichungen (IVe) und (IVb) ist nun das Scbema der Stabi- 
lierung durch Kreiselwirkungen gegeben. Die Gleicbung (IVe) gebt 
nâmlicb bei Benutzung der Gleicbung (IV c) über in: 


(IV) 


J.. 







Diese Gleicbung (IV) drückt die Moglicbkeit einer stabilen Scbwin- 
gung in der Koordinate ip ans. 

Ist ndmlich der Eigenimpuls N hinreicJiend grofs, so wird das Gegen- 
moment IC das ursprûnglicb ablenkende Moment ¥ derart überwiegen, 
dafs wir bei qualitativen Frageii ¥ gegen K' vernacblâssigen konnen. 
Dann ist die recbte Seite von (IV) negativ bei positivem positiv 
bei negativem. 

Die Scliwungringsaxe strebt alsOj gerade so wie ein sfahil auf- 
gehàngtes Fendel in ihre Anfangslage mrüchy eilt über dieselbe Mnaus, 
nm sich ihr abennals m nâhern usf. Sie besiM „eine spezifische Wider* 
standsfàldglceit gegen Richkmgsànderungenj eme Art ahsoluter Orientierung 
im wie es zum Scblufs des Kap. III biefs. 

Aus unserer Ableitung dieser Stabilierungs - Moglicbkeit ergiebt 
sicb aber eine weitere Bedingung von prinzipieller Bedeutung, an 
welcbe sie gebunden ist. Die Kreiselaxe mufs die Moglicbkeit 
baben, in vertikaler Ricbtung auszuweicben-, es mufs die Drebung 
dd'jdt durcb die Anordiiung des Scbwungringes wirklicb ermôglicbt 
werden. Bleibt die Kreiselaxe auf die Horizontalebene bescbrânkt, so 
wird mit d^jdt aucb unser stabilisierendes Gegenmoment K' gleicb 
Null; und es tritt nur die Kreiselwirkung K auf, welcbe sicb als Druck 
gegen die die Bewegungsfreibeit des Kreisels bescbrankende Fübrung 
âufsert. Der Kreisel mufs also seine voile Bewegungsfreibeit baben 
(zwei Freibeitsgrade für die Bewegung der Figurenaxe in borizontalem 
und verfcikalem Sinn, ein dritter Freibeitsgrad fiir die Drebung um die 
Figurenaxe), wenn er stabilisierend wirken soU. Wir sprecben daber 
das folgende Prinzip aus: 

Stabilierung ist nur moglich durch einen Kreisel von drei Freïheits- 
graden. Nimmt man dem Kreisel einen seiner Freiheitsgradey so fall&n 
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dk durcli diesen emugten Kreisehvirlmmieii fort, mul isi savr „.sy-r; 
WiderstandsfàUgMt yegen mcJdmigsdiHirruiigar duhiu. En, Krrisel 
vm met Freiheitsgraden folgt daim- irit/crshiiK/sloa dni ai(f Uni iridrn- 
den Impidsen. Erscîmert man imr ciw dn Uciniiiunjsfrvdirdcii, ohm 
sie gàmlkh mifmhéen, so Ueiht chir (icicdm Widi rMandsfdhUikvil 
rück, die dber Icleiner misfallt ine hi'i indiniidrdoldnitn- llnrt'ijHiKjü- 

freiheit 

Klemmen wir z. B. in Fig. 1-5 tl(‘n iiuirreii lîiiig tVsi, luAu^n also 
die Drehungsmoglioiikeit um die Axe 7’ auf, so liiisi sich der Stai) 
bei rotierender ScFwnngmasse verdn‘li(‘ii, wi(‘ wenn vv ktdiuai Kreisel 
enthielte. Die an déni Ring wirlanidtai l{.(‘akii()nsknirt(' }(*isi(ai dann 
die Umlagerung des Impuisvektors, die dit* Fiilirung dor Kigun'naxe 
anf der vorgeschriebeneii Balin (‘rfordt*!'!.. Arlxdioi ;ni(i(*n*rseiis die 
Axe ST mit ertebliclier Reibung in ihnvu L:ig{‘ru, so winl da,s (u'geu- 
moment K' erlieblich kleiner, als t*s der (SL \ \X \ (‘iitspritdit, Dann 
wird nâmlich. die disponible Inipulsanderung, dit* dnrt'h di«* rt*(*hi(‘ S(*ite 
der Gl. (IVd) gegeben ist^ nur zum kleinen 'rt‘il anf Frzougiing d(‘r 

Drekgescbwindigkeit diljldtj zrun grulHenni 'roib* auf’ l berw indung der 
der Drelinng dd'/dt entgegenwirkenden Ivt'ibung vionvainiL 

Die Gleicbnngen (IV) siud, (la sit* auf Dnind der L'orno*! ( h ab- 
geleitet sind, mit einer üngenauigkeii behafbd, auf dit^ uii- sogbdt'h 
zurückkommen, und gelten iiur lur ein Z(*it iid<'rvaIL in d(*ni die 
Pignrenaxe auf der Vertikalen annrdn'rnd s(*nkn*(di( -délit. \'orerst; 
môge^ unter Benutzung jener ungenauen (Sl(*i(duingt‘ïi, (due <iuaniitaiive 
Polgerung gezogen werden. 

Nebmen wir z. B. das abknikende Monund. ais konstant an, so 
lâfst sich Gl. (IV) ohne weiteres allgtunein int(\gri(‘n*n und iitd’ert. 

^ - eos ^ f -1 h siil ^ 

machen wir überdies und glei(‘h Null fi’ir / O, so winl h 0, 

also 

avf) 


Die Figwrenctxe giébt also deoi IStoniodv 'F divns Nfirh, and zirar un. 
Mittel um den bei grofseni N Ideinm Winlrl AH^ S'X der Ans- 

dréhungstoinlcel schwaiût mvischen sn}ic)}i anflhu/luln'n DV/'/r n a;o/ déni 
maximalen Werte periodmh hin und hrr. 

Gleichzeitig hebt sich aber dit* Figurenaxi*; natdi <*1. ilVei wird 
nâmlich: 


d%' 

dt 
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also wenn zii Aiifang Q' = Ttj 2 war, 


(IV g) 


q. * 


-^r sin 


N 

A 


t. 


Diese Beivegung ist Iceme rein periodisclie, sondern liât einen mit 
der Zeit fortsclireitenden, dtirch die ersten beiden Terme gegébenen Haupt- 
bestandteil, welchm' von Ideinen, durcit den letden Terni dargestellten 
ScJuvanhmgen überlagert tvird. Amplitude und Zeitmafs dieser Scliwan- 
hingen stimmen mit denjenigen des Winlœls überein. 

Bei selir groBem N werden beide Arten you Sclmankiingen (âlin- 
licli wie die Nutationen bei der pseiidoregulâren Prâcession (in Kap. 

§ 2) unmerldicli klein, und wird aucli die Hebung der Kreiselaxe sehr 
langsam erfolgen. Nur in diesem Falle sind die Voraussetzungen 
unserer Reclinung bei der Anwendung der Formel (I) für eine nicbt 
Z U lange Beobachtungszeit t binreichend genau erfüllt. 

Wollen wir dagegen strenge verfaliren und die Hebung der Figuren- 
axe, wie sic in unserem letzten Beispiel zu Tage trat, berücksicbtigen^ 
so haben wir die Kreiselwirkung K nicbt ans der GL (I), sondern ans 
(III) zu bestimmen; ferner baben wir von der Kreiselwirkung K\ 
welcbe die zu O F und O K gemeinsaine Senkrechte zur Axe bat, nur 
diejenige Komponente zu nebmen, die um OV wirkt. Sodann aber 
bleibt aucb der Eigenimpuls N nicbt konstant, sondern wird, sobald 
die Figurenaxe nicbt inebr senkrecbt zur Vertikalen stebt, durcb das 
um die Vcrtikale wirkende Drebmoment V seinerseits abgeandert. End- 
licb ist die Vcrtikale keine Hauptaxe der Massenverteilung mebr, so- 
bald die Aquatorebene des Kreisels nicbt mebr durcb die Vertikale 
gebt; desbalb ist aucb die Beschleunigungswirkung des Drebmomentes Y 
nicbt mebr, wie in Gl. (IV a), durcb Ad^il^ldt'^ gegeben, sondern mufs 
nacb dem allgemeinen Impulssatz und dem allgemeinen Znsammen- 
bange zwiscben Impuls- und Drebungsvektor bestimmt werden. 

Die so sicb ergebenden genauen Bewegungsgleicbungen lassen sicb 
zwar nacb dem Schéma der Lagrangescben Gleicbungen binscbreiben, 
sind aber einer weiteren Intégration nicbt zuganglicb. Trotzdem kann 
über den Charakter der Erscbeinungen allgemein kein Zweifel sein: 

Indem sicb der Winkel von 7tl2 bis 0 verkleinert, nimmt die 
Kreiselwirkung K. und die in Betracbt kommende Komponente von K' 
successive ab. Dementsprecbend vermindert sicb die Stabilitiit des 
Kreisels gegen das iluisere Moment V, bis dieselbe für '9 = 0 voll- 
standig verschwunden ist. In diesem letzteren Grenzfalle^ wo der Eigen- 
impuls V in der Vertikalen liegt, findet ja bei einer Drebung keine 
Verlagerung von N und daher aucb keine Kreiselwirkung mebr statt. 



IS. ïechnische AinviMuluiu'iMi. 


770 


Die Erfahrang an jedem Kreiseluiodell lit'sirdigi <lifsc Si'!ilu!sfolgenmg 
vollstândig: 

Bel fortgesetzter Hébuwj der Figiircnitxi' rnw lortiimixtr I irminihning 
der StaMliM gegenüher eincm um dir Vn-tikalr wirlnidni M.mml 'K. 

Üm das Vorstebeiide mit dcu Eniwickiduni^tMi dt‘r \ nraiigohouiieu ilefte iu 
Zasammenhang zu bringen, mogcii iolg»*U(bi Riickvcrwtd.-ani^^rn duauMi. 

Die grandlegenden ImpulBsâtze siiid iii Ivap. Il ï? *> 

ZuL Die Formel (I) wurdo z. B. btû d<‘r pnpuliinMi IvivisrllitlDiMiur pa|r. 311 
besprochen und subsumiert sich untor dtai allgonmiiu^nai Ib'-rrilf dt'.s ^DeviatiouB- 
widerstandes bei der regulilren Pra,cessioa“ Kap. ill, r,. !n de*r 'i’hai ist, die 
unter I betrachtete Bewegung eiiio reguHlro Pnua'.ssiou uni tii,‘ \’.Ttikab‘ uuter 
dem Neigungswmkel -9’ = 7r:/2 \md Formol (I) untor diosnr uiid iimor- 

halb der oben genamaten Genauigkcitsgroiize idoutiHoh uiit <n, , 1 ) vnu pag. 175 . 
Wegen der Regel des gleichsinnigeu ParalloliBnuH vgl. Kap. \ UI, pag, T:u. 

Zu IIl. Der Ausdruck (III) sfcimiut niolil. iiur uiupurUiort iVir grolHOH i\r^ 
sondern genau mit der scbon heraugezogomm <il. .1 tür dvn Dovi.iiinu.HwidorHtaud 
von pag. 175 überein, indem JVr.=: ('/(a + r ooh iat; du, a nugativo Vor/adcheu 
jener Grleicbung baben wir gegeuwilrtig uutm-drüokt, da wir dm Siun dor Kreîsol- 
wirkung jetzt lieber in einer fur aile Fiilb? güliigon Woisi* duroli die* K'cgol vom 
gleicbsinnigen Parallelismus festgelogt habcm. Auoh in «bui Kagrangi»Hchou 
Gleichungen (pag. 154, Gl. (D) ist uuscrc Fornud IIP iuithalt<‘u. rtiscre* Ivroisol- 
■wirkung K war ja ihrer Detîuition uach «mtgi‘g<‘ngt‘se^(/.t gltdoh dmn ilurHiTcn, um 
die Knotenlinie wirkenden Moment 0, das ztir l'idt'rhali.uug di^v rogtiKlrou Pril- 
cession erforderlich ist, Dahcr wird dîo -tf > K<mipoiu‘ui<* jVaor LagraugoHchon 
Gleichungen bei reguliirer Prilcession (»h ooihI.' ,- 

_ d\Q\ dT 
dt ■ 


Wegen des Aasdrucks (6; von pag. 155 inf. aiiiT tïir d* ouu d.. ; 


lej- 


dT . 

= A siü ' 9 ' cos — Cicp' -[- COH If i/)') sin îf i/d 


dT 


Air' O, 


.1 fi), H îf ?;*' X hiü d*7//, 

— K ~ (A^*~— A nos ïf tp J ni II îf l'd 

in Übereinstimmung mit GL(I[r) (bis auf das dort nichl angoHfhrie'lifno Vtjr/oiohon). 

Im allgemeinea Pall dagegen, wonu di(‘ Bcwe'gimg koiuo rogulün* Priu’OHsion 
iat, also das âufsere Moment 0 nicht gorado (b‘r IvroiHflwirktiiig dan < Ibdfhgt'wicht 
îi*âlt, haben wir: 

10] -.4»- ,iir, 


also lautet die Lagrangesche Gleichung lur dio îf-KoiupouButo: 

Ad'" ^ (^1 cos of ijj' — A") sin ïf t}/ j 0 , 
d. L 

übereinstimmend mit GL (IV b) (boi der nur ilan autafro Momfiii O ais vor- 
schwindend angenommen war). 

Zu IV. IJnser jetzigor Ausdruck ftir das (îogonmomeuit di*r KiadHohvirkungen 
in GL (IV) stimmt natürlich mit der früheren Gl. (:i) von pag. lUü bis auf ‘die 
Bezeichnungen überein. 
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Lord Kelvin bat iu seinen „Gyrodtaten“ solcbe Vorrichtungen realisiert, 
bei denen instabile FreilieitsgTade durch Kreiselwirkungen stabiliert werden. 
Ein eiiifacbstes Beispiel eines Gyrostaten ist in der „Natural Pbilosopby“ I, 
Art. 345, 2. Aufl., pag. 307, sowie Enc. d. math. Wiss. Bd. lY, Art. 6 (Stackel) 
Nr. 43b, pag. 675 abgebildet. Die obige Théorie der Kreiselstabiliernng giebt bei 
geringer Modifikation (das ilufsere Moment wirkt an der <0’- statt an der ijj -Ko- 
ordinate und ist also nicht raumfest) auch die Théorie jenes einfachen Gyrostaten; 
dagegen ist der Gyrostat wesentlich verschieden von nnserem Beispiel hinsichtlich 
der Ansdauer der Stabiliernng ; vgl. dazu § 10, Kr. 3 dieses Kapitels. 

Das oben betonte Prinzip der zwei und drei Preiheitsgrade ist von Lord 
Kelvin allgemein filr eine beliebige Anzahl von Freiheitsgraden ausgesprochen, 
und zwar bei Gelegeiiheit der Behandlung seiner Gyrostaten. Es besagt dann, 
dafs immer mt7' eine gerade Anzalü von Idbilen Freiheitsgraden durch Tragheits- 
wirkungen cyklischer Bewegungen stabiliert werden kann, die man als verall- 
gemeinerte Kreiselwirkungen durch Système umlaufender Schwungrader verwirk- 
licht denken môge; dagegen ist die Zahl der von vornherein stabilen und 
auch weiterhin stabil bleibenden Freiheitsgrade beliebig. Analytisch zeigen sich 
diese Wirkuiigen in dem Auftreten „gyroskopischer Terme“, das sind Glieder in 
den Bewegungsgleichungen der nicht -cyklischeo Koordinaten, die ans den nicht- 
cyklischen Geschwindigkeiten und den cyklischen Impulsen zusammengesetzt sind. 
Vgl. Natural Philosophy, Art. 345 Einfachste Beispiele dieser Terme sind 
die im Text mit K und K' bezeichneten Kreiselwirkungen. Wegen der genaueren 
analytischen Bauart der Terme vgl. den Schlufs von § 4. Eine intéressante 
Anwendung des Kelvinschen Satzes wird bei der Besprechung der Einschienen- 
bahn {§ 10, Nr. 3) seinen Sinn deutlicher machen. 

Eine eingehende mathematische Untersuchung des Stabilierungsproblems 
auf Grund der strengen Lagrangeschen Gleichungen ware sehr dankenswert. Es 
bandelt sich dabei einfach um die Frage: Wie verhalt sich der Kreisel, wenn auf 
ihn ein (z. B. konstantes) Moment um eine raumfeste Axe wirkt? Das Yerhalten 
des Kreisels unter Einwirkimg eines Momentes um eine im Kreisel feste Axe ist 
mittels der Eulerschen Gleichungen leicht zu behandeln (vgl. das ahnliche Problem 
im vorigen Kap. von pag. 728 und 726), Beim klassischen Problem des schweren 
Kreisels handelt es sich um ein Moment, desson Drehpfeil weder raumfest noch 
Jcreiselfest ist, vielmehr auf der raumfcsten Vertikalen und der kreiselfesten Figuren- 
axe senkrecht steht. In der Fragestellung — aber leider nicht in der mathe- 
matischen Durchführung — ist das in Rede stehende Stabilierungsproblem min- 
destens cbenso einfach und anziehend wie das klassische Kreiselproblem. 

§ 2. Kreiselwirkungea im Eisenbalinbetriebe. 

Unter den teclinischen Anwendungen der Kreiseltheorie sind die- 
jenigen vielleiclit die einfachsten, die die Wirkung sclinell umlaufender 
Rader bei Fabrzeugen betreffen. 

Wir betracbten einen Eisenbabnzug und fassen eine einzelne Axe 
desselben ins Auge. 3f sei diejenige Masse des Wagens (oder der 
Lokomotive), die unsere Axe zu tragen bat, ibre eigene Masse ein- 
gerecbnet, Mg also der Axendruck, mit dem der Radsatz auf bori- 
zontaler Strecke im ganzen gegen die Scbienen geprefst wird. Das 
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Tragheitsmoment des Radsatzes um seine Mill.ellinie lieifse 1'; wir ver- 
stelien imter r den Radius der Riider, v'oii der Mit l(‘lliiiie lus zur 
Laufflache gerechnet (^Laufkreishalbiuesser" t, uiul setz<ui 

(1) C-wr-’; 

alsdaan heifst m bekanntlich die auf den Unifang der Riidtu- redtizierte 
Masse des Radsatzes. Ist v di(î Fabrgeseliwindigkeit des Zugvs, so wird 
die Winkelgeschwiudigkeit der Rüd(u- iind der Imiuils der.selben 

(2) 


Den Radsatz kônneii wir als einen ,,syininelrisehen Kreisel" lu-zeielineu; 
die Mittellinie des Radsatzes ents|)rie.bt der iMgiirennxe des Kreisels. 
Sobald diese durch irgcndvvelclie Uinsiandi' ans ihrer Kiidilung ab- 
gelenkt wird, entsteben Kn'isehvirknngcn. 

a) In erster Linie betraeliten wir diui dais eine Ablenkuuir 

durcli dieKrümmmig des Geleises luTVorovi'ulVii wini. Y on th'r üMicheu 
Überhohung der aiifseren Schiene in der Kiirvr sidiru wir /.uni'Kdisl, d(T 
Einfachlieit balber ab. lî soi der Krinnniuiigsradius des (ddcises in d(‘r 
Kurye. Die Drebgescliwindigkeit. in d(‘r Kurve lunlb» uiid ho 

reclinet sich. ans lî und der Falirges(*liwindigkeif, r /.ii 

d ip r 

dt n ‘ 

Der Radsatz ffllirt in der .Knrve zu gbn'elirr ZoW /wcd I)r(diuin>-en 
ans, eiiimal eine Dreliung mu soiiu* i\ïit(ollini(\ srinr „b;i<»-<‘!idn‘]uin<»'‘^ 
andrerseits die „limziikommeiKl()“ Drebnng uni eine verlikale Axe 
durch den augenblicklieheu Krnniiunngsniiiteliuinkl der durelifalireneu 
Kiirve. Da wir indesseu von der Vorwilrl.sliewegung des Ziiges bei der 
Berechnung der Kreiselwirkungen ab.seben kiiiinen und b-diglieb die 


Drohungtm drs liadsaf/.rs ntn st'inoii 
hchw(‘rpunk{. zu Ixd ra(‘}i(«‘n bnundioiiy 
so onlnon wir der hiîizu]v(imnioiid(‘n 
Dn.dinng als Ax(‘ liobci* di(‘ \b‘r(ikalo 
(lundi (l(ni S(di W(‘r|)unk( dos Ifîidsaizos zu. 

In Kig. 117 sind dit* luddon Axtui OV 
( Ax(‘ d(‘r liinzuk(>inin<nid(‘n 1 )r(‘hnng 
und ()P^ (Ax(‘ d(‘r Higtnidndinng - 
Fignr(‘nax(‘ d<‘s K ndstds Mitbdlinitï 
<I<‘S Ivîi(lsîilz(‘s ) niarkitni. Dio Idiiirt- 
lichtung des Zuges steht zii beidmi Axen scniknadd mid isl in d<‘r l' ignr von 
dem Beschauer fortweisend gedaeht, so dais die Kigiuidrehung uni die 
nach redits gezeichnete Axe OF iiri Uhrzcigersinue errolgi. Der jMittd- 
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punkt der Kurve moge redits von der Fahrtriditnng liegen, so dafs die 
Drehung von oben geseben im Uhrzeigersinne stattfindet. In der 
Figur luarkieren wir die 7 ai O F nnd O F senkredite Axe OK^ die 
j,Kiiotenlinie“^ weldie mit der Fahrtriditung abgeseben vom Sinne über- 
einstimmt. Dies ist zngleidi die Axe der Kreiselwirkuog, welche nach 
der Regel vom gleiclisinnigen Parallelismiis (vgl. den vorigeii Para- 
graplien) den Radsatz uni die dem Krûmmungsmittelpunkt der Kurve 
abgekehrte, aufsere (in der Figur UnJie) Schiene aufzukippen strebt. 
Diese Kreiselwirkimg K steiit uns den Inbegriff der fur uns in Betracht 
kommenden Traglieitswirkuiigen des rotierenden Radsatzes dar. Ihre 
GrroBe bestimmt sicli durdi die Formel (I) des vorigen Paragrapben zu 

dt 

oder wegen der üL und (S) dieses Paragrapben zu^*) 

(4) 

Bezeielinen wir die Spurweite der Scbienen mit s und setzen 
K = Ps, so bedeutet P denjenigen Betrag, um welcben die aufsere 
Scbiene durcb die Kreiselwirkung belastet, die innere 
Scbiene entlastet wird (vgl. Fig. 118). Das Paar der 
Krafte P wird natürlicb durcb die Scbienen anigenommeHj 
in dem der Gegendruciv der aiilseren Scbiene um den Be- 
trag Q == P vergrofseid, der der inneren Scbiene um den 
gleicben Betrag ermalsigt wird — beides gegenüber dem- 
jenigen Gegeudj-uclv^ der sicb als Reaktion gegen das Gewicht des 
Fahrzeugs ergiebt. 

Da,s Kraftojiaîir Qs der Scbienenwirkungen ist nicbts anderes als 
das autsere Moment iDJg von dem im vorigen Paragrapben die Rede war^ 
und dessen Betrag nach unscrem aUgemeinen Impulssatze gleicb der 
Anderungsgescbwindigkeit des Impulses ist (vgl. Fig. 117, wo diese 
Ànderung angedeutet ist). Wîibrend die Kreiselwirkung K eine fingierte 
oder Tragbeitswirkiing ist, baben wir dieses Moment SJÎ der Scbienen- 
reaktion als die ])liysikaliscb existierende, durcb die tbatsilcblicbe Fübrung 
des Radsatzes in den Scbienen realisierte Wirkung anzusehen. 

Was die im vorigen Paragrapben bervorgebobene Ungenauigkeit 
unserer Formel fur die Kreiselwirkung betrifft, so überzeugen wir uns 
leicht, dais diese bei den Verbilltnissen des Eisenbabnbetriebes niebt 
in Betracht kommt. Sie bestand darin, dais der Impuls der binzu- 

Wir findeii diese Formel z, B. in dem anregenden kleinen Bucb vou 
Wortbirigton: Dynamics of rotation, an elementary introduction to rigid 
dyiiamics, 5. AufL, London 1904, pag. 157, Example (1). 
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kommenden Drekiing gegen den Eigeniiuimls venuudiliissigi wuvde. Nuii 
Terhâlt sich die kmzukommemle Dreligescliwuiiligkeit r II zu d(‘r Eigen- 
rotation vjr wie der Radradius zum Radius dur Kurvc; voii dicsem Ver- 
kâltnis untersckeidet sich das Verhilltnis der zugchdrigvu Inipulskoni- 
ponenten nur dureli den Faktor des VerhnUnissfs dur 'ri-iigludtsmomente 
um die Vertikale nnd die Figuroiiaxc. Die Bereehiiguug zu der frag- 
licFen Vernaclilassigung iat also aniser Z^veilel. 

Es entsteht nun die Frage, ob uiisere Kreiscdwirkung irgeiidwie 
praktiscli in Betracbt kommt. Wir unfcerrielikui uns <lnrui>er ain besteii, 
■wennwirsiemit àam Moment ilcr ('mlrifiuialleraft vcn-gleicdien, w('lehe beira 
Durckfakren der Kurve auftritt und iui Eisentialinbeti ielie ihre bekaiinte 
■wicktige RoUe spielt. 

Zunâchst seken wir, dafs die Knîiselwirkniig dcuii Siiuie nacli mit 
der Centrifugalwirkung übereinstimmt; demi aiudi die < 'eiii.i'il'ugaUvirkung 
ist bestrebt, denWagen uni die ilniaeri' Bchiene der Kurve iiuizukippeii. 
Durch die KreiseUvirJmng wml also die aufsire Srhieiie i)i eiiirr Kurve 
noch mehr helastet, die innerc n-och mehr o/llushi, als es dureli die (’eidri- 
fugalhraft allein geschiéht. Nameutlicli der letztere Umsiaud ist os, der 
ans Sicherkeitsgründen unerwünscht ist. 

Die Grôfse der Centrifugalkraft ist in unseren uliigi'ii lîezei(duiungen 
Mv^jR] sie greift, kôimen wir sagen, ini Kelnverpunkie des avil' uiisere 
Axe entfallenden Zugteiles an und liofert, wenu h <lie llëlie dioses 
Sckwerpunktes über der Scbieueiudierkante ist, <las Kip])uu)iuent 

if- J»/ y- J, . 


Dieses ist also nicht nur in ( 1 er Iviehtuiig, Horuhn-n aueh in seiinT 
Abhângigkeit von Fahrgescliwindigkeit und Bîilinkrihnnning niitr dt^m 
Moment der Kreiselwirkung gleichg(‘hani.. 

Mit Rücksicht auf G 1 ( 4 ) folgt 


Beide Faktoren der rechten Seitci sind ctditt^ Brüc.lie. Dmii (‘K ist 
die Gesamtmasse des betrachteten Zugteili^s grülser uls die ivirldiche 
Masse des Radsatzes^ und diese ist \vied(T inxdi otwas gridscn* aJs die 


*) Ygl. Merzu F. Kotter; Die KroiHoiwirkung der Raderpaan* bai regeR 
m'âfsiger Bewegung des Wagens in kreisfürinigc^ri Bahneii. Sit/.ungHlxT. d. H<‘rlincr 
Matliem. Gesellscliaft, IlL Jahrgang, 1 U 04 , pag. .*nî, wo auch fine gleichnuil'Bigo 
Überhôiiung der aufseren Sebiene berücksichtigi wird. Ihis dureli iinHcu'u (41. (5) 
gegebene Verbâltnis der Kreiselwirkniig zur (îcniriBigahvirkung (imitai H(‘.rr KTittcr 
als eme verbâltnismafsige Vergrôfserung des IJebelaniu^H dar ('eriirifiigalwirkimg, 
nâmlicb als eine sekeinbare Erbohung der Bcliwerpunktslaga dan WaiganH. 
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redusierte Masse des Radsatzes (d. h. dlejenige Masse, die auf dem Um- 
fange der Râder angebraclat, dasselbe Tragheitsmoment um die Mittel- 
liüie ergeben würde wie die wirkliche Masse des Radsatzes). Ferner 
liegt der Scbwerpunkt des Radsatzes in der Hobe r über den Schienen, 
also der Gesamtscbwerpunkt des Zugteiles jedenfalls hoher als r. Mit- 
bin ist sicberlicb K < H. 

Relativ am grôfsten wird die Kreiselwirkung bei den elektriscb 
angetriebenen Babnen, faits hier, wie in dem folgenden Beispiel, der Motor 
direkt an dem Radsatze befestigt ist, wodurcb das Tragheitsmoment und 
die reduzierte Masse des Radsatzes verbaltnismâfsig grofs wird. Aufserdeni 
kommt daim der Scbwerpunkt der Gesamtmasse verbâltnismafsig tief zu 
liegen, so dafs die Centrifugalwirkung gering wird. Die folgenden Angaben 
entsprechen einem von Siemens und Halske erbanten Scbnellbabn- 
wagen, der für die Probefabrten der „Studiengesellscbaft für elektriscbe 
Schnellbahneu" auf der Strecke Marienfelde-Zossen, Herbst 1903, benutzt 
worden ist.*) Die Abmessnngen waren: das auf die einzelne Axe ent- 
faUende Wagengewicbt rund 15 Tonnen**), wirklicbes Gewicbt eines 
angetriebenen Radsatzes 4 Tonnen, auf den Umfang reduziertes Gewicbt 
desselben etwa 1,5 Tonnen ***), Hôbe des Scbwerpuuktes über Scbienen- 
oberkante ***) rund 1 m, Radradius 0,625 m. 

Wir baben biernacb zu setzen m/Jf = 1,5/15 = 1/10, rjh = 0,625, 
mitbin ergiebt sicb 

J _ 0,0626 -1. 

Das Gesamtmonient beim Durcbfabren einer Kurve wird dater 
iff+/T = Jï(l + l) = l,06ir, 

ist also unter den vorausgesetzten Umstanden um 67o tober wie das 
gewôhnlicli allein berücksicbtigte Moment der Centrifugalkraft. Dieses 
Gesamtmoment wlichst wegen des Ansdruckes won H in bekannter 
Weise mit der Krümmimg nnd namentlich mit der .Fabrgescbwiridigkeit^ 
wâbrend das Verhiiltnis beider Anteile K und H von Krûmmung und 
Fahrtgescliwindigkeit unabtangig ist. 


*) Vgl. Elelvtroteckn. Zeitschr. 1901, pag. 778 oder Zeitschr. d. Ver. deutscher 
Ing. 1904, pag. 949. Der auf der Axe befestigte Motor ist in spâteren Ans- 
führimgen nicht beibehalten worden; vielmelir sorgt man jetzt für moglicbst gute 
Abfederung desselben. 

**) Das Gesamtgewiclit des Wagens betragt 93400 kg; der Wagen bat zwei 
dreiaxige Drebgestelle mit je zwei aufseren Motoraxen und einer Laufaxe in der- 
Mitte. 

***) Nacb einer gefâlligen Mitteilung der erbauenden Firma. 
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IX. Tecliiiischc 


b) Bekanntlich begegiiet nian dein sch;i(ll!(*lH‘n Monieiiie ilur (îen- 
trifugalkraft dadurch, dais maii die iui{sere Schii^iie iii einer Kurve 
ûberboht und aaf diese Weise eiii entgegenwirkc^ndes SclnviMvinoineiit 
ins Spiel bringt. Wegeii der bislier beiruchitden K rristdwirkmiu- würe 

■diese Überhobung, wie wir obeii siiheii, uni (dniov i'ro/.eiil zu vc-rgnHsenL 

Die notweiidige Überlioluiiig bat iiini alan* uoch \veii(‘i'(‘ l^olgt^n. 

Natûiiicb mufs die Überboliimg vor und hiidur (icr i\iirv(‘ - in tien 

sog. Übergangsbogen — stetig eingeleitot und in die nichi iiberbübte 
Strecke zurückgeführfc werden. Der Ivailsatz belindtd sieh also beini 
Einlaufen und Auslaufen der Knrve in eiiieni Znstandt^ sitdig zunehinender 


oder abnehmender Scbiefstellung seiner Axi^. Drsiebtiieb triii liierixd 
abermals eine (von der bislier botraelitiden van-seliiedcne) Kn‘is(d\virkung 
auf, welclie nunmelir eine ïcHilade Axe IuiIkui wird. 

VVir knüplen an tbg. 1 D) an, (bniken 
uns ebenso wi<' in Iwg. IIT das Krüni” 
nuingseeni-nun laH’Ids vun d(‘r Daim und 
neluneu daher a.n, dais <li(‘ linke (ünlsere) 
Scdiitun^ überliühi is(. Ibdni nhergang 
von, d(‘r nieblüberlu’diltui v.n (bu* tu’hühlen 
Str(Hdv(‘ wird der Iwidsal/. uni di<; Ax(‘ 
der Kahri.riidii iing iin rhr/eigiu'siniie 
gedndii; di(' l)(‘7a'i<j;li(di(‘ j )rehgeseliwiudig 
Durcb diese wird dm* Inquils *V d(‘s liadsaizes luudi 
unten bin abgelenkt; das bierzu (vrlbrderliehe 1 )relnnoni<uii isl., voni 
Halbstralil OV beurteilt, negativ. Das (‘nigeg(uig(\s(d7i<* DndunouHuit 
stellt den Widerstand des Radsatzes g<‘g(ui dir Ini pulsaldmikung 
oder kurz Iùxîs(kolrJxm^^^ dar; diesi» wirkl also uni OT iin Sinne 
des übrzeigers entsprecbend der Kegid voin lioniologim Paralltdisinus. 
Hierauf beziebt sicb der in Fig. IID angidiraidib* IMeü K\ Fiiliri der 
Übergangsbogen iimgekehrt von eiinu* iilaudiühlen krunniien zu (‘iiier 
nicbtûberhobten geraden Strecke, so kidirt siidi (‘rsiidiilie.h dm’ Sinn von 



keit beifse 


dt 


und damit aucli der Sinn der Kiadselwirkiinti' uni. 


Auch die Grolse unserer jetzigeii Kndstdwirkuug isl, wieder (lundi 
die Formel (I) des vorigen Paragraplien Ix'stimnd. zu 


( 6 ) K'^ 

dt 

XJm sie mit der vorher berecbnetini (.Jrülsi» vou K vau’gbdcduMi zu 
kÔnnen, baben vp-ir zunacbst die \Vinkelg<ïHehwindigk(dt zu lie- 
recbnen. h sei die Überbobuug der ilulsereii Sidümie in d(‘r Kurve, 
Z die Lange des Übergangsbogens, also iijl die fiir den ganzmi Über- 
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gaiigsbogen als gleiclimâfsig vorausgesetzte Neigung des âtifseren 
Schieneiistranges gegen die Horizontalebene oder der Anstieg desselben 
für die Lange 1. Ist s wieder die Spurweite der Bahn, so wird daher 
die Winkelanderung der Mittellinie des Radsatzes, ebenfalls für die 
Lângeneinbeit, h'jls. Da aber der Zug in der Zeiteinheit v Lângen- 
einheiten zurücklegt, so wird die genannte Winkelanderung pro Zeit- 
einlieit, d. h. die Winkelgescbwindigkeit ~ gleich 

7 O ^ dt ^ 

Ih V 

Is 


Setzen wir nocli für N den Wert aus Gl. (2) ein^ so liefert (6) 
(7) 

^ ^ l S 


Dieses Moment IC ist natürlicli, ebenso wie um so grôfser, je 
grofser die Fabrgeschwindigkeit ist^ und hangt überdies von dem 
grofseren oder geringereii Anstieg der Scbiene in dem Übergangsbogen 
ab. Der Vergleich von Formel (7) und (4) zeigt nun^ dafs 


( 8 ) 


^ h' ^ 

K ï s 


Man beaclite, dafs bei dem Übei’gang von einer geraden zu einer 
kreisformig gekrLimmten Strecke der Krümmungsradius R des Über- 
gangsbogens von dem Anfangswerte oo stetig bis auf den Radius der 
definitiven Kreisbogenstrecke vermindert wird. Da die Kreiselwirkung K 
mit abnebmendem Krümmungsradius zunimmt, die Kreiselwirkung K' 
aber vom Krümmungsradius unabhângig ist, so verstebt man, dafs zu 
Beginn des Ül)ergangsbogens (R sebr grofs) IC überwiegen muls. Wir 
fragen, ob dies aucli am Ende des Ubergangsbogens gilt, wo K seinen 
vollen Wert erreicbt bat, der für das weitere Passieren der kreisfôrmigen 
Kurve mafsgebend ist. 

Wir setzen diejenige scbilrfste Krümmung voraus, die im Eisen- 
babnbetriebe nocb mit voiler Scbnellzugsgescbwindigkeit (lOOkm/Stunde) 
passiert werden darf, nambcb R == 900 m. Die Spurweite betrâgt 
durcbgehends s = 1,435 m. Bei der Tracierung der Babn wâblt 
man die Lange des Übergangsbogens so, dafs der Anstieg moglicbst 
nicbt niebr als 1 : 300 wird, d. h. man wablt l nacb Môglicbkeit 
= 300 11 , Hiernacb ergiebt Formel (4) 

IC 900 ^ . 

K 430 “ 

Es zeigt sich also, dafs heim Durchfahren eines Übergangsbogens 
dauernd die Kreiselwirhung um die Vertikale diejenige um die Fahrt- 
richtung übenviegt Ist der kreisfôrmige Teil der Kurve erreicbt, in 

Klein-Soînmerfold, Kreiselbewegung. 30 
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welcher kein Wechsel der Überhohmig mehr cinh-itt, so l'illU, natürlich 
die Wirkung K' fort, und bleibt K alleiii übrig. 

lu dem Bericbt*) der bereits geiiamiteii Stiuiicngc.scllscliatt für 
elektriscbe Scbuellbahuen ûber ibre Ver-suclisfaliricti Scptcmber- No- 
vemberl903 fiudeu wir iu der That eiiien llinwci.s atif die VViclitigkeit 
sanft geneigter Übergangsbôgen bei holioreti (icHcliwiiuligkeilcii. Auf 
der Versucksstrecke batte die stiirkste Knrve lAKtO m Krüiunumgsnuiius; 
die Überbôbuug der âufseren Scbieiie von 80 mm war ur.spi-iinglic.li anf 
eine Strecke von 50 m, d. h. in einem An.stit'g vmi au.sgeglicben. 

ludessen erwies sicb dieser Aiistieg für (ù-.'^cliwiiidigkcitcii griilser als 
160 km/Stuude zu steil: Bei der Eiufabrt in die Kurve war die ('iuseitige 
Hebung des Wageus deutlicb als Stols zn sjtüren, des.s(m Drebljc'.staiid- 
teil also wobl in der Hauptsacbe auf Kroi.sehvirkmig zuriickzul'iibren 
wâre. Als dagegen der Anstieg auf erniedrigt war, ver- 

scbwanden die beobacbteten Stcifse fast ganz. 

Es scbeint also, dafs im Gegeiisatz zu der urHprünglieh lictracbteten 
Kreiselwirkung K, deren unmitkdbare praktiselie Bedeuiutig giu-iag ist, 
die Kreiselwirkung K' unerwiinsehtc lOdgen Italien kann. Wir wollen 
daber der Art und Weise, wie letztere zu.standt* kominen, efwas uiLher 
nacbgeben. 

Bekanntlicb bat der Radsatz iuiierlialli der Seliimien ininnn- etwas 
Spielraum (10 bis 20 min); er kann also der Kreiselw irkung A", dio ibn 
um dieVertikale zu dreben atrebt, in beselirünkien (irenzen naeligeben, 
wobei aUerdings die sebr starkc lleilmng zwiselien K’ad mid Schiene 
entgegenwirkt. Man kann bemerken, dafs die Iveilmng im VVe.sent- 
licben unabbângig von der GcHcbwindigkeit ist, die K reistd wirkung 
aber quadratiscb mit ibr anwiiebst. Bei zunehmender Gesehwindigkeit 
kônnte also trotz der grofsen Beibung die Krei.sel wirkung A" in (diier 
Verdrebung um die Vertikale .sicb aulsern. Jn dem mit dem Ba<lsid,ze 
verbundenen Fabrzeug wird dann ebenliills eine Drelnmg um die Vertiktdo 
oder, wie man im Eisenbahnwesen sagt, ein lii'rvorgtdiraebt. 

Wegen der federnden Verbindung zwischen K.adsatz und b'abrztmg kann, 
zumal bei der Lokomotive, eine solebe lichlingerbevvegung einnnil ein- 
geleitet einige Elongationen maclien und dadnreb ibrerseiis auf den 
Radsatz zurückwirken in einem Mafse, das nalürlieb wiedm- dureh die 
Scbienenreibung bestimmt wird. Gleiebviel dureh welc.be (irstudien 
bervorgerufen, wird eine Ablenkung des BtuLsatzes um «lie Vertikale 
ebenso wie die ursprünglicb betracbtete Ablenkung l.eim Durebtabren 
einer Kurve Kreiselwirkungen K bervorruleu, be.slnliend in einem .Mo- 

*) Berlin 1904 bei S. Hermann, pag. 44. 
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ment nm die Falirtriditung. Die Grôfse des so entstehenden Momentes 
hangt Ton der Gescliwiîidigkeit des Schlingerns ab. Die letztere wird 
aber jetzt erbeblicb bôber werden wie beim Durcbfabren einer Kurve^ 
wo sie îiur vjR betrug. Es môge bervorgeboben werden, dafs die 
Drebgescbwindigkeit des Schlingerns gemildert werden kann, wenn 
man dem Fabrzeug ein môglicbst grofses Tragbeitsmoment nm die 
Vertikale giebt. 

c) TJnsere Darstellung brachte es mit sich, dafs als primâre Ur- 
sacbe nnseres Momentes K' ziin'âcbst die absicbtlicbe Überbobnno: einer 
Schiene in einem Übergangsbogen angeseben wnrde. Es liegt aber auf 
der Hand, dais nnbeabsicbtigte Hôbenunterscbiede der Scbienenfübrtoig 
und Unregelmâfsigkeiten am Radnmfange in demselben Sinne nnd 
eventl. in erbobtem Mafse wirken werden. Wenn z. B. ein Rad an 
unserer Axe unrimd gelaufen ist, so macbt die Mittellinie der Axe 
bei jedem Umlanf eine kleine Senkung und darauffolgende Hebung 
dur ch. Bei der bierdurcb bervorgerufenen Kreiselwirkung K' kommt es 
nicbt auf die Grôfse der Senkung oder Hebung selbst, sondern auf die 
Grôfse ibres Abfalles und Anstieges an: diese wird aucb bei geringer 
Abweicbung des Rades von der Kreisform verhâltnismâfsig grofs sein, 
da sicb Abfall und Anstieg je auf der verhâltnismâfsig kurzen Strecke 
eines Radumfanges wiederbolen. Auf diese Weise konnen starke Mo- 
mente IC und schneUe Schlingerbewegungen, endlicb als Polge der- 
selben bedeutende Momente K und abwecbselnd erbeblicbe Ent- 
lastungen der einen oder anderen Schiene eintreten. Ebenso wie Un- 
regelmâfsigkeiten im Radnmfange wirken XJnregelmdfsiglceiten in der 
vertilcalen SehienenfüJirung^ sog. Geleisbuckel. In direkter Weise ferner 
wirken auf Momente K und damit auf Entlastung der einen und Be- 
lastung der anderen Schiene ünregelmàfsigkeiten in der Jhorùontalen 
Schienenfiihrung^ seitlicbe Ausbiegungen der Schiene bin. Es ist dabei 
namentlicb zu betonen, dafs die horizontalen und vertikalen Unregel- 
mâfsigkeiten sicb gegenseitig bedingen und mit der Zeit verstârken 
konnen, 

Ein vertikaler Geleisbuckel z. B. bewirkt eine kleine Schlinger- 
bewegiing des Radsatzes; diese würde nacb dem Passieren des Buckels einen 
Druck des Radsatzes gegen eine der Scbienen zur Polge haben, und zwar 
(bei gegebener Gescbwindigkeit und Massenverteilung des Fahrzeuges) 
immer gegen dieselbe SteUe der Schiene. AUmâblich wird sicb daber eine 
dem vertikalen Geleisbuckel entsprechende horizontale Schienenausbiegung 
ausbilden. Geben wir andererseits von einer horizontalen Unregel- 
mâfsigkeit aus^ so bewirkt diese eine Mehrbelastung der einen Schiene, 
nâmlicb wenn die Krümmung nacb aufsen konvex ist, eine Mebr- 

ôO’-" 
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belastung der unregelmâfsig gekrümmtcn Scliit^iie solhst, wemi die Ivriim- 
mung Bach innen konvex ist, eine Melirbelastung d(‘r andei'eii Seliieiie. 
Wenn eine hinreichende Anzahl von Radsildzen niid Zügcni diese Stelle 
passiert hat, wird sich die mehrbelastete Schieiie alhniililieh durehgel)ogeu 
oder aiisgeschliffen haben. Ein vertilcaler Geldslnidrl ('r::nujt (dso einen 
hormntden und ein horimitalcr einen vertikalni : die Kreis(>li{drkung 
arleitet dalier systematisch mf eine VerschlechferuiKj der Streeke hhr Ge- 
rade das Zusammenwirken von horizontaleii iind vertikalen (hdeiHhiickeln 
und die durch die Schlingerbevvegung vermittelti^ Aerkettung der Mo- 
mente K und K' kônnen fûr die Siclierheit des B(d,rie}>es g(^fiUirlicli 
werden-, es wâre wohl wert, diese zumUdisfc rein tluM>refciBehtMi Mëglieli- 
keiten an Hand der Erfahruiig einmal naehzufirüieii. 

Als erschwerender ümstand kaim ferner eiiu‘ Art J\es(>}Hi}i:ieirkung 
mitspielen, in allen denjenigen Filllen, wo di<i Knnsidwirkuiigen (z. B. 
bei unrunden Eadern oder bei durclieinander bediugG^u Horizontal- und 
Vertikalbuckeln) rhythmisch aufeinauderfolgeu und wo (ii(‘S(‘r IMiytlumis 
übereinstimmt mit dem Rhythmiis der freieu Hcdiwingiingavn (l(\s lederiul 
gelagerten Wagens.*'*') 

Wahrscheinlich wird der Leser geneigt scdu, diese SehIursfolg(^ 
rungen als theoretische Übertreibungen zii (unplindeai , wtuin er sie 
mit seinen Erfahrungen über die Ruln^ und Sicherludi. (du(\s gut al)- 
gefederten Eisenbahnwagens vergleiclit. .lliergeg(ei isi zu l)(‘in(n*k(‘n, dais 
nach Formel (4) und (6), wolche niclit nur ITir regeliu;i(sig(‘ Kurv(ui 
und Überhdhungen, sondern entsprechend aiich Ixd (îel(dsbu(*keln gelten, 
aile Kreiselwirkungen mit dem Qnadrat der Fahrgeseliwindlgkeii v za- 
nehmen. Môgen diese Wirkuiigen dalier unter giwvdbuliidien Uiiistüiulen 
kaum merklich sein^ so erreiclit inan dundi gidiürige Steigeruug der 
Fahrgeschwindigkeit eine Grenze, wo sie nuu'kiieli, und hei wrdterer 
Steigerung eine Greuze, wo sie gefillnii(di wenkui. I)i(‘se Gnaizen 
liegen sogar gar nieht sehr hocli^ eben woil Verdoppidung der (b^- 
schwindigkeit bereits eine Vervierfacluing der Kreiselwirkung zur Folge 
hat. Thatsâchlich wird von den Teilnelimern an dmi in Biudin ans- 
geführten Probeschnellfahrten bestatigt, dafs bei dem urspriingliidien, 
fur die Probefahrten nicht besonders vorbereitetfm Zustand (b’îs (bdeises 
schon für 150 km/Stunde Gescliwindigkoit das (bviTild dm* Sicdundieit 
in sein Gegenteil verwandelt wiirde. Dit» im gewobnliiduni Jkd;riebe 
als zulâssig festgesetzten Gescliwindigkeiten sind eben so InmiesHcn^ 
dafs bei ihn en die Unregelmafsigkeiten iin Ziistandi^ der (bdeise und 

) Man kônnte daran denken, dio fCreiselwirkinigixi des H.a(lHatzt‘s dadurcli zu 
kompensieren, dafs man auf der gleichen Axe eine ScliwungmaHHu anordiiet, die 
mit entgegengesetzt gleickem Impuls umlauft. 
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der Râder sowie die Schwingungsbewegungen der Falirzeuge noch 
keine schadlicben Folgen haben. 

Wir versteben daber^ dafs die „Studiengesellscbaft fûr elektriscbe 
Scbnellbabnen'^^, beyor sie zu den scbliefslicb erreicbten Hôcbst- 
geschwindigkeiten von 200 bis 210 km/Stunde überging^ znnâcbst eine 
Verstârkung des Oberbanes vornahm uiid sorgsamste Überwacbung 
desselben veranlafste. Insbesondere spricbt Herr Wittfeld'^*) ans, dessen 
Verôffentlicbungen und gefâlligen persônlicbenMitteilungen wir die un ter c) 
mitgeteilten Gesicbtspunkte verdanken, dafs die Hôchstgrenze der Fabr- 
gescbwindigkeit wesentlicb dnrcb den Oberbau und die Gleisfübrung 
bestimmt wird. Unter den sonstigen Forderimgen, die Herr Wittfeld 
an einen für Scbnellfabrten geeigneten elektriscben oder Damplwagen 
stellt, beben wir bervor: 

Radsâtze von môglicbst geringem Tragbeitsm ornent C — zur Ver- 
minderung der Kreiselwirkungen K und 

Fabrzeuge von môglicbst grofsem Tragbeitsmoment uin die vertikale 
Scbweraxe — zur Verminderung der eventuell durcb Kreiselwirkungen 
angeregten Scblingerbewegungen. 

Bei der Korrektur batten wir Gelegenheit, einen Aufsatz von Herrn G. Brecht 
über „Scliwerpunktslage und Kreiselwirkungen bei elektriscben Lokomotiven“ im 
Manuskript einzuseben, welcber demnâcbst in der Zeitschrift für elektriscbe Kraft- 
betriebe und Babnen eracbeint. Die allgemeinen Überlegungen entsprecben durcb- 
ans dem Yorstebenden, werden aber durcb eingebende Zablenrecbnungen an be- 
stimmten Lokomotivtypen belegt. Aus den Schlufsfolgerungen des Verf., die für 
gewisse Bautypen auf eine praktiscbe Bedeutungslosigkeit der Kreiselwirkungen 
binauslaufen, fûbren wir an: 

„Bei elektriscben Scbnellzugslokomotiven sind zweifellos gewisse, dem elek- 
triscben Antrieb teilweise eigentûmlicbe Kreiselwirkungen zu beacbten. Bei 
Lokomotiven mit Zabnradmotoren sind sie am geringsten, scbon wegen des ver- 
scbiedenen Drebsinns der umlaufenden Massen. Bei Axenmotoren sind sie unter 
sonst gleicben Verbaltnissen grofser. . . 

„Die in Krümmungen und Überbôbungen auftretenden gleicbfôrmigen Kreisel- 
wirkungen (vgl. oben unter a) und b)) andern die senkrecbten und seitlicben 
Scbienendrûcke um bôcbstens 5 — 157o. Diese Wirkungen spielen keine Bolle 
gegenüber anderen Einflüssen, insbesondere gegenüber der Fliebkraft und den un- 
vermeidlicben Stofswirkungen.“ 

„Etwas grofsere Bedeutung baben bei der neueren Bauart elektriscber Loko- 
motiven die Wirkungen, die durcb die abgefederten umlaufenden Massen bervor- 
gerufen werden. Es liegt die Môglicbkeit vor, dafs durcb die Kreiselwirkung ein 
scbbngerndes Fabrzeug ins Wanken gérât und umgekebrt (vgl. aben den Scblufs 
von b)). Diese Erscbeinungen kônnen aber nur ausnahmsweise und nur bei Fabr- 

__ ^ 

*) Vgl. den Yortrag desselben: Über Scbnellbabnen und elektriscbe Zug- 
fôrderung auf Hauptbabnen. Annalen für Gewerbe und Bauwesen, berausgeg. 
von Glaser, Bd. 60, Heft 5, 1902, pag. 86. 



Yg2 IX, Technische Auwendungeîi. 

geschwindigkeiten über 200 km/Std. in solcheni Grade auftreten, dalH aie |)raktiscli 
vonBelang sind; die Betriebssicherheit becintrilclitigen aie aucii tlann nocli ïiidit,. 
Aufserdem wirken beiden Scbwingimgen erheblicbe Reibungswidta-siiliKb^ eîitgi^jreii, 
so dafs aie sicb gegenseitig scbnell zum Yerloaclien bringt'ii. . . 

,,Die Verwendnng von Axenmotoren bat zur Folge, dais die (dnzeliK'ii IvadsiUze 
verbâltnismafsig grofse Impulse erbalten. VVemi daher bei (duer solidnai Loko- 
motive an einer besonders scblecbten 8telle des Gbdaea (vgl. obeii unter o) die 
Axen scbnell bintereinander kurze Drclistolse in iliron a(‘nkr(‘clit,t'u Idieiieu er- 
fabien, so kônnen diese sebr wobl krilftige l)reliung(‘u der Ax<‘u iu wagertxUtem 
Sinne zux Folge baben; es liegt dann thatsilcblicb di(‘ Mügliehktdi; vor, dais daa 
ganze Lokomotivuntergestell einen energiscbeu Drclistols erhüU, d(‘r atarkeB 
Scblingern verursacbt. . . . Ausgescblosseu iat (‘s jedenfalls nicht, dais beini Zu- 
sammentreffen verscbiedener ungûnstiger ümstandc uiid bei sobr Hehle(dii(‘r (Jleis- 
lage Axen mit fest eingebauten Mofcorankern thatsiu;}ili(di be<lenklie}io Kndscl- 
vpîrkungen geben kônnen." 


§ 3. Der Geradlaufapparat der Torpédos. Whitoliead- und Howell- 

Torpedo. 

Ein Beispiel fûr eine wolil durclidacliit^ und prakiisc'h wirksaine 
Kreiselstabilierung bildet der Geradlaufapparat de^ 

Die eigenartige Widerstandsfahigkeit des Kreisels gegeîi lUcditiungs- 
ânderungen^ seine ,,absolute Orieutierimg iin wie wir aiu 

Scblufs von Kap^III sagten, kommt hicrbei voll /.ur ibdiutig. 

üm die Wirksamkeit des Geradlaufapparates (iar/.ulegtMi, wird (‘S 
nôtig sein^ etwas anszuliolen und die ailgtuîKîiiie Eiuricld.ung eines 
Torpédos zu skizzieren. 

Der Whitebead-Torpedo bat ungefahr di(i Fonu (dner Zigarre,, isfc 
5ni lang und bat an der dicksten Stelle eineu DurclunesHiu* von df) cru 
(vgl. Fig. 120). Das Kopfstück entbiilt die Sprengladuug (Srdiieikbauiu™ 


woUe) und den Züuder. An disses sclilidst sic,h der \Vi.i(lk(!SHeI 
(300 Liter Malt) an, welcher das ganze Mittelstiudc des l’drjxidos (dn- 
nimmt; er ist mit PreBluft von lOü Atm. gefüllt und hildut die Quelle 
aller Arbeitsleistungen, die der Torpédo in seiiieni Ixinf ;iuszuüheu luit, 
betati^ also die Maschine, die die Gcsc.lnviiidigkeit des d’orpedos 
nnterbalt, und legt die Steuerruder ans. Es folgt dîi- Sidiwimmkammer, 
we c e Tiefenapparat beberbergt^ von dein wir Hogbdch spn^cluui 
werden, dabinter liegt der Maschinenraum. Die Mascbiue bat driâ Zylinder, 



PropeUer 


Mascluaen- 

raum 


Scliwimmkainmer 
Mg. lïiO. 
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ihre Leistung betragt etwa 60 Pferdestârken; die Prefsluft wird^ bevor 
sie in die Mascliine tritt, auf 30 Atm. heruiitertransformierfc. Zwischen 
dem Mascbinenraum und dem Schwanzstück befîndet sich das Tunnel- 
stück^ in dem die Wellen von der Mascbine nach den beiden Pro- 
pellern bin verlaufen und an dessen Ende der uns vornebmlicb inter- 
essierende Geradlaufapparat untergebracht ist. Die beiden bintereinander 
angeordneten Propeller laufen, zur Vermeidung von Drebmomenten, in 
entgegengesetztem S inné und macben etwa 1000 Umdrebungen in der 
Minute. Aufser den Propellern entbâlt das Scbwanzstück in seiner 
borizontalen Flosse die Ruder fûr den Tiefenapparat, in seiner verti- 
kalen Flosse die für den Geradlaufapparat. 

Die grôfste Entfernung *) , auf die ein Torpédo gescbossen wird, 
betragt 600 m, die Gescbwindigkeit des Laufes etwa 15 m/sec. Die 
Scbûsse werden teils unter dem Wasser^ teils über Wasser abgegeben. 
Der Scbwerpunkt der Gesamtmasse des Torpédos liegt 1 cm tiefer als 
der Scbwerpunkt der verdrângten Wassermasse, woraus eine gewisse^ 
wenn aucb geringe Stabilitât gegen Krangungen folgt. 

Wir schildern nun einerseits den Tiefenapparat, andererseits den 
Geradlaufapparat. 

Der Tiefenapparat bat den Z week, den Torpédo auf einer gegebenen, 
vor dem Sebufs einzusteUenden Tiefe (3 bis 4 m unter dem Wasserspiegel) 
zu balten. Hierzu dient eine Platte mit Membran oder ein Kolben, der von 
der einen Seite ber mit dem Wasser in Berübrung ist und gegen den sicb 
von der anderen Seite ber eine Spiralfeder gegenlegt. Der Kolben ist im 
Gleicbgewicbt, wenn Wasserdruck und Federkraft gleicb sind; die Feder 
ist so reguliert, dafs dieses in der gewünscbten Tiefe von 3 bis 4 m 
zutrifft. Übersebreitet der Torpédo diese Tiefe, so nimmt der Wasser- 
druck nacb dem bekannten bydrostatischen Gesetz zu; er ist nun stârker 
wie die Feder und drângt den Kolben zurück. IJnterscbreitet er diese 
Tiefe, so überwiegfc die Federkraft; der Kolben rückt gegen das Wasser 
vor. Durch ein Stangenwerk und einen Schieber, der den Zutritt von 
Prefsluft zu den Steuern reguliert, ist der Kolben mit den genannten zwei 
Rudern in der Scbwanzflosse verbunden; beim Zurückweieben des Kolbens 
werden die Ruder nach oben, beim Vordringen nach unten bin ausge- 
legt. Im ersten Falle wird daber dureb den Druck des gegen die 
Ruder stromenden Wassers das Kopfende des Torpédos geboben, im 
zweiten FaUe gesenkt. In beiden FaUen wird die Abweiebung gegen 
die eingestellte Tiefe solcber Weise korrigiert. Die Einriebtung des 

Diese Angabe beziebt sicb auf das Jabr 1900 (vgi. die Anm. am Seblufs 
des Paragrapben). Keuerdings wird eine erbeblicb grôfsere Scbufaweite (in der 
engliscben Marine bis zu 5000 m) angestrebt. 
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Tiefenapparates bringt es mit sicli, dais die Abweiehinig sogar stets 
überkorrigiert wird, so dafs eine Abweiclunig na(*li uiiteii von oiiier 
solcben nach. oben gefolgt wird, doch wird diirvli tâne iiocli eigens 
Yorgesebene PendelYorrichtimg, die die Steuer witaltn* zuriickiegt, die 
tiberkorrektion abgeschwacht. Im Ganzen wird sicdi also der Porpedo 
in einer flacben Wellenlinie um die vorgeschrieboMC^ Ti(de iK^ruinlxwvegeu. 

Der Geradlautapparat"^) ist von dem ësiit‘rrei(diis(dit‘îi IngiMueur 
Obry konstruiert nnd bat den Zweck, den givradeu Kurs dt‘s 'l'orpedos^ 
wie er dnrcb die Visierricbtnng beini A])sclüe[st‘n gegebtni ist, festzu- 
balten. Seine Aufgabe ist mebr, die Seitenabwc^ieJnnigmi von dtau ge- 
raden Kurse zu hemerhen, wie sie auf^iihehm oihr riichjiuhj'Kj :h machen. 
Die letztere Fnnktion fallt der Prclskift zu, die von (ban \Vin(Ik(‘ssel in 
feinen Kanâlen**) dnrcb ein von dem Geradlaufapparat g(‘s{(ai(.u-t(vs \bmtil- 
System ausstrômt nnd zwei initeinander lest via-buiuban^ K,iui(‘r auslt'gt^ 
die, wie erwâbnt, ebenfalls in der Schwanzflosse nnita-gebraeht siiul, lad 
Linksabweicbung nacb redits, bei lleclitsabwcdehung naeii links. Der 
Geradlanfapparat bat gewissermafsen nur dic^- Inma-vation zu g(‘l)en, 
wâbrend die eigentlicbe Arbeitsleistung — die Mnskndbltigkeii, wi<‘. wir 
im Bilde des tieriscben Kdrpers sagen kdnnttai - - von dca- l?re{slvift 
des Windkessels verricbtet wird. Wir nennen di(‘-so Anordnuiig das 
Trinzip des indirelden Gemdlaufes, weil dtvr A|)para,t luerb(d nur a,us- 
losend anf ein ergiebigeres Kraftreservoir wirki und di(‘ (u-forderliidie 
Ricbtungsândernng des Torpédos durcli Vennittcdmig di(*K(‘s i(dzi(a*en 
erreicbt wird. Das umgekebrte Frinzip des dhrktvn (Ivnidlmifes w(a*(b‘n 
wir bei dem Howell-Torpedo kennen iernen, lad dem dta- (kTadlauf- 
apparat gleicbzeitig die Funktion (hr Nervtni und dta* Muskeln (llau'- 
nebmen soll. Der indirekte Geradlauf bat den grolscm Vort(dl, dais er 
nnr kleine Kraftwirknngen veidangt, die dure.li eintai Apparat von 
mâfsiger Masse erzielt werden konnen, wiibrend d(‘r direkle (b*radlanf 
eine Vorriebtung §rfordert, deren Massigkadt (dnigc-nnalstm der zu be- 
wegenden Gesamtmasse des Torpédos pro[)ortioniert B(an inuls. Der 
Obry-Apparat wiegt noeb nicht 4 kg; die Aiisfiibrung scdiu'S Sehwung- 
ringes, der Lager und des Ventilsy stems ist .Prindsiousarladt, wie sie 
nur bei einem Apparat von geringen Malsen niüglicdi ist. 

Wir baben sebon oft auf die gyroskopischen ,DigenH<diafii(ai des 
Kreisels, d. h. auf seine Fâbigkeit, eine Ilichtungsiinderuug zu l)emorkeïi, 
bingewiesen, z. B. bei Gelegenbeit der F oucault’s(dHUi VerHuehe. Auf 
dieser Eigenschaft fafst natürlich aucli (1er Obry- Apparat. 

*) Mhere Beschreibang desselben von Leutnant W. .1. Sc.ar.s iu IbigiiKU'ring, 
Vol. 66, 1898 , p, 89 . 

**) Der Dnick der Prefaluft niinmt liierbei auf etwa 1.'. A(,m. ah. 



§ 3. Der Geradlaufapparat der Torpédos. 


785 


Die Gestalt des in ihni angeordneten Kreisels ist ans Fig. 121 er- 
sicFtlicli: ein Schwungring im CardaniscFen Gehânge; wie er ganz 
âhnlicli aucli von Foucault verwandt wurde. Der 
ScFwungring Fat 76 mm Durchmesser und wiegt 
800 gr. In der normalen Stellung fâllt seine Dreh' 
axe mit der Langsaxe des Torpédos znsammen. 

Er lâuft in einem inneren Ring, der um eine hori- 
zontale Axe drehbar ist, dieser in einem ‘âufseren 
Ring, der um die Vertikale drehbar im Torpedo- 
kôrper gelagert ist. Der Schwungring sitzt auf einer 
starken, nach den Enden hin konisch auslaufenden 
Axe, die auf der einen Seite mit Zahnvertiefungen 
versehen ist. In letztere greift der gezâhnte 
Mantel einer Federtrommel ein, welche beim Ein- 
setzen des Torpédos in das Lancierrohr gespannt 
und beim Abschiefsen entspannt wird. Eine selbst- 
thatige Reguliervorrichtung stellt vor dem Spannen 
den Kreiselapparat in seine normale Lage, d. h. den 
inneren Ring horizontal, den âufseren Ring quer zur Langsaxe des 
Torpédos. Die dem Schwungringe übertragene Geschwindigkeit soll 
nach Angabe des Konstrukteurs 9000 bis 10000 Umdrehungen pro 
Minute betragen. Die Richtung des erzeugten Impulsvektors ist zugleich 
die Schufsrichtung.*) 

Der Schwungring mufs âufserst sorgfâltig centriert sein, so dafs 
sein Schwerpunkt genau in den Schnittpunkt der Drehaxe des âufseren 
und inneren Ringes fâllt. Nur in diesem Pâlie behâlt der Impulsvektor 
seine Richtung wâhrend des Laufes bei. Im anderen Pâlie würde, nach 
den Bewegungsgesetzen des schweren Kreisels, die Figurenaxe des 
Schwungringes successive abgeândert werden und eine mehr oder minder 
regulâre Prâcession um die Vertikale beschreiben. Der Apparat würde 
dann eine Krümmung der Torpedobahu bewirken, in derselben Weise, 
wie er bei centriertem Schwungrad die Bahn gerade richtet. 

Besonders zu Beginn der Laufbahn kônnen bedeutende Seitenab- 
weichungen von der geraden Schusfrichtung stattfinden, beim Verlassen 
des Lancierrohres, beim Aufschlagen aufs Wasser, beim Durchschneiden 
der Wellenkâmme, endHch wegen der besonders zu Anfang starken 
Thâtigkeit der Tiefenapparat-Ruder, die bei einem Krângen des Torpé- 
dos nicht nur auf Tiefe, sondern gleichzeitig etwas zur Seite steuern. 
Aile diese Unregelmâfsigkeiten, die die Treffsicherheit stark beeintrâch- 



*) Wie man den Geradlaufapparat den neuexdings erbohten Anforderungen 
an die Schufsweite (vgl. pag. 783 Anm.) angepafst hat, ist nicM bekannt geworden 
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tigen würdeü, hat der Geradlaiifapparat auzir/oigen laid niit llülfe der 
Prefsluft und der Steuerruder auszugleitdien. 

Letzteres geschieht einfach folgendenualseii: Wiv denkiii um dm 
Torpédo aus seinem geraden Lauf, dessoii iiicJitimg durtdi di(‘ Sidiwuiig» 
ringaxe in Fig. 121 angezeigt Avdrd, abgelenkt^ so dais drr d'orpodo- 
kôrper eine Drehung um die Verfcikale austührt. An di(‘S(‘r Drehung 
nimmt der mit dem Torpedokorper verbiiiidene, in d(‘r l^'igiir aiigedeutete 
Bügel teii, in welcliem der aulsere liing gehigtnd. ist., aher ‘nicht dieser 
jRing selhst, welclier durch die Kreiselwirkung Kiabilieri ist. Drr Tor- 
pedokorper verdrelit sick also bei eiiier Seitenableukung relativ gegen 
dieseii Ring. An dem Ringe ist ein iii der Figiir a,ng(‘d<‘utet(‘r 8tift 
befestigt. Um diesen greift mit etwas Spitdraum auf btddiai Scdteix 
eine Gabel Lerum, die aiif dem cyliiidriscli<‘ii VentilscIiixdM'r aulsitzt. 
Der Schieber ist in einer Büchse drelibar, dic^ mit dtmi Torpcdokib-per 
verbunden ist. Schieber sowohl wie .Büchse sind mit; feimai Bobnmgeii 
(Kanâlen für die Prelsluft) verselien. Wiaui uun d(‘r d’orfxaiokjb’per 
gegen den âufseren Ring drelit, stolst die (Jabel gegmi dea Stift; da 
der Stift nicht nachgiebt^ wird die Uabel und der mit ihr v(‘rl)uudene 
Schieber gegen die Schieberhü.lse verdreht. I)i(‘ Bohnuigeii, die ur- 
sprünglich nicht aufeinander paisten und d(U‘ IVclsluft kidneii Zutritt 
zn der im hinteren Torpedoteile liegeiubm Steiua-maschiiu^ d(‘s (un-ud- 
laufapparats gestatteteii; schlie.fsen sich jetzt zusamimm; di(‘ Pndsluft 
stromt durch die Kanale hindurch iind drü(*ki, je iiacdubuu dm Sehielnn* 
im einen oder anderen Sinne verdreht ist, au!’ (bV (‘im* ud(‘r :ind(‘re 
Seite des Xolbens der Steuermascliim^. Der IvollKai mitt(‘.ls einer 
Stange und Hebelübertragung Seitenruder ans, uiid di(t S(*it«‘iiruder lenkiui 
den Torpédo wieder nach dem geradeii Kurs zurüidv, wie o})eu bc- 
schrieben. 

Âhnlich wie bei dem Tiefenapparat wird aue.h liitu* di(‘ Abvvei(diung 
bestandig etwas überkorrigiert wex'den, da duî lJmsteu(‘riing d(‘K V(*ntil“ 
schiebers und das Einziehen der Riider erst (îrfolgen kaiiu, wesnn z. B. 
die Rechtsabweichung bereits in eine .Liidvsal)W(‘i(*liung üb(‘rg(‘gangeu 
ist. Es wird daher die Horizontalprojidction d(‘r 1\>r])(*dol)a.hn ebenso 
wie die Vertikalprojektion eine Wellenlinie, die mu die geradi* llich- 
tung herumoscilliert. Da starke Seitenabweichuiigen wi(‘ (‘rwülmt nur 
zu Anfang der Bahn auftreteii und die durch d(‘H (h*radlîtufappîirat 
selbst hervoigerufenen Seitenosciilatioiien kleiu g(‘g(*ü jeiu* ajifaugliclien 
Ablenkungen sind, so wird die Amplitiuh^ der W(*llivnlini(‘ Milmüldich 
abne:toen und die Bahn sich der geraden Richtimgder ViHi(*rlini<* anpa.ss(m. 

Dafs der Geradlaufapparat von Obry sicher funktioiiieri und prak- 
isch brauchbar ist, wird am deutlichsten dadurch bewitismi, dal's (‘r im 
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Torpedowesen fast aller Lânder eingefülirt ist. AUerdings setzt seine 
Handhabung Sacbkeniitnis iind Sorgfalt in der dem Gebrauch Yorber- 
gebendeii Jnstierung Yoraus. 

Indem wir jetzt den Stabilierungsvorgang numeriscb nâber ins 
Auge fassen^ baben wir uns auf die allgemeinen Ausfübrungen in 
§ 1 imter IV zu bezieben. Hier wie dort bandelt es sicb darum^ 
dafs ein scbnell rotierender Scbwungring yoii borizontaler Axe 
einem um die Vertikale wirkenden Moment scheinbar nicbt^ in Wirk- 
licbkeit nur sebr wenig nacbgiebt. Nur in einem Punkte werden wir 
das aUgemeine Stabilierungsscbema des § um uns besser an die 
Wirklichkeit anzuscbliefsen, abândern. Wir woRen nâinlich unter A 
in Gl. (IV b), (IVc) und (IVe) nicbt mebr das âquatoriale Trâgbeits- 
moment des Scbwungringes allein, sondern die Summe dieses und des 
Trâgbeitsmomentes des inneren Ringes um dessen Drebaxe (Ygl. Fig. 121) 
Yersteben, da letzterer an der Hebung der Figurenaxe bei der Cardani- 
scben Aufbângung teilnimmt; ferner woUen wir in den Gleicbungen 
(IVa) und (IV) linkerband A ersetzen durcb JT und darunter die Summe 
der Trâgbeitsrao mente des Scbwungidnges^ des inneren und âufseren 
Ringes um die Yertikale Drebaxe des letzteren (Ygl. Fig. 121) zusammen- 
fassen, indem an den Ànderungen des die Lage der Figurenaxe be- 
stimmenden Winkels 'ijj aucb der innere und âufsere Ring beteiligt 
sind. GL (IV) gebt damit über in 

dir " 7 AJ^’ 


und ibre Intégration liefert an Stelle Yon (IVf) und (IV g) unter den 
entsprecbenden Anfangsbedingungen : 




N' 


K. 


cos 


AT 


:=:t 


YAJ 



T, , ^YAJ . 


y AJ 


fûr den mittleren und den maximalen Ausdrebungswinkel ergiebt sicb 
daber wie früber 




m 


A^ 


resp. 2 t^^. 


üm diesen Winkel giebt also im Mittel resp. im Maximum die Figuren- 
axe des Scbwungringes und mit ibr die Ebene des âufseren Ringes 
dem Yerdrebenden Momente ¥ anfangs nacb, wâbrend sicb gleicbzeitig 
die Ebene des inneren Ringes langsam bebt, wobei die Widerstands- 
fâbigkeit des âufseren Ringes successiYe gescbwâcbt, der Ausdrebungs- 
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winkel aiso aUmâMich vergrolsert wird. J)î 18 hier als coîistaiit an- 
gesekene Moment V hat bel dem Torpédo eiuon doppeltiai llrspruBg: 
einmal übertrâgt sicb bei eiuer Seitenablenkiuig des ''i\>rpedos von dem 
Bügel der Fig. 121 auf das Lager des aulstn-eii Ivinges, wenn dieser 
wirklicb im Ranme fest bleibt, ein kleiiies Heibimgsînonient, anderer- 
seits leistet der Ventilschieber, wenn er diircli deii ilursenai iving be- 
wegt wird, einen kleinen Widerstand, der an (hnu Slifte der Fig 121 
angreift und ebenfaUs ein Moment iim die Dreliaxe des iuilsereii liinges 


giebt. 

Bei der folgenden Zablenrecbnung haben wir auf <lie frühereii An- 
gaben zurückzugreifen. Die Zabi der Umdnduingeii pro sollte 

10000 betragen; es ist also, wenn oj die Wiiilndgesehwindigkeit in der 
Sekunde bedentet: 


CO 


jmooo 


271:=== l/)5*UF(sec™'). 


Wir dürfen diese Gescbwindigkeit liier als konstant voraussetyaai, 
obwobl sie in Wirklichkeit natürlicb durdi Iveibung in den ]aig(‘rn d(‘s 
Scbwungringes aRmâblicb gescbwacbt wird. I)(‘r \h‘rsueh /.(dgl, nilm.liehy 
dafs der Scbwnngring bei den hier in Fnig(‘. konunenden Anlangsge- 
schwindigkeiten etwa in 12 Minuten auslilnft, wilbrtnid (bn* Torpedo- 
schufs (s. n.) nur etwa 40 Sekanden daiua-t. 

Die Masse des Scbwungringes war 800 gr, s(‘in Ihnlius 88 nim. 
Wâre seine Masse ganz am aurseren Unifang van-itnlL, so würdtî das 
Trâgbeitsmoment um die Mittellinie iin absoiuion egs-Sysieni Ixdragen 

800-3,8- = 11, ().D.F(gre.m'8; 

wâre andrerseits die Masse gleicbfonnig aui' eiinu- Kreisscdndbe an- 
geordnet, so bâtten wir aïs Trâgbeitsnioruent nur 

■2-800-3,8-= 5,S.l(P(jjrr cm-j. 

Die wirkliebe Massenverteilimg des Scliwungringes ist so l)es(dialîen, 
dafs sein Trâgbeitsmoment G kleiner als der erstg(maniitit‘, grülor als 
der zweitgenannte Wert sein muls. Wir neliiiH'n als iniitleren Wert 
etwa an 

0=8- 10*^ (gr cm-). 

Für den Impuls N ergiebt sicb somit 

N = G (D = 8,4 • 10^’ (gr cm - sec “ 

Das Trâgbeitsmoment des Scbwungringes uni eine yaiv Mittcdlinie des- 
selben senkrechte Axe würde C/2 sein, \venn die Masses lediglicb in 
einer zur Mittellinie senkrecbten Ebene verteilt wâre* in Wirklichkeit 
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fâllt es etwas grofser aus. Bei dem Trâgheitsmoment jI in nnseren 

Formein ist aufserdem das Tragheitsmoment des inneren Ringes nm 

seine Dreliaxe mitgereclinet. Es ist also um so mehr J.>C/2; wir 

schatzen etwa . k ox 

J. = 5 . 10^ (gr cm^). 


Bei dem Traglieitsmomeiit J uni die Dreliaxe des aufseren Ringes 
kommt zu dem Trâglieitsmoment des Schwungringes das des inneren 
Ringes um die Vertikale, welckes im Allgenieinen grofser ist wie das 
Trâgheitsmoment desselben um seine Drekaxe, und aufserdem das des 
aufseren Ringes hinzu. Es wird also J > A; wir nelimen 

eJ ==6-10^ (gr cm^). 


Endlicli ist nocli das aufsere Drehmoment Y abzusckâtzen. Bei 
der genauen Bauart des Apparates ist sowolil das übertragene Reibungs- 
moment im Lager des ‘aufseren Ringes bei einer Dreliung des Torpedo- 
kôrpers als auch der Widerstand des Ventilsckiebers am Stifte des 
aufseren Ringes klein. Wir gehen der Grôfsenordnung nacb nickt feH^ 
wenn wir beide zusammen liockstens gleicli dem Moments Yon 1 gr 
Gewicbt an dem Hebelarme 1 cm ansetzen, also schreiben: 


Y = (f; = rund 10^ (gr cm^ sec“^). 

HiernacK berechnen wir auf Grund der soeben wiederholten Formeln 
die folgenden Grôfsen: 

1. die mittlere Ablenkung des aufseren Ringes, zugleich die Ampli- 
tude seiner Scliwankung 


tm — — ■^8;4Tïb0)2' 


7.10-s = 0,0ir, 


2. die Schwingungsdauer des aufseren Ringes, zugleich die des 
periodischen Teils in der Bewegung des inneren Ringes 


r — 2% 


ŸAJ 
' N 


= 27t 


l/30 • 10» 

8,Ï-Tb^ 


= 4,1 • 10 Sekunden; 


3. die reziproke mittlere Winkelgeschwindigkeit des inneren Ringes, 
d. h. diejenige Zeit, in der sich die Neigung d' des inneren Ringes um 
die Einheit des Winkels in Bogenmafs andert: 


1_ 


N 


V "" Sekunden, 


mithin diejenige Zeit, in der sich dieselbe Neigung um 1® beispiels- 
weise ‘âiidert: 


= 147 Sekunden = 2^j^ Minuten. 
Diese Zahlen zeigen uns folgendes: 
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1. Die mittlere Ablenkung des nursereii Dingc's i.st; tiliut.süclilicli 
durchaus unmerklieli; der iiufsere King isi. diii-ch dii^ l\r('i.s(dwir]omg 
vÔllig stabiliert. 

2. Die Schwankimgen des üufserou lîitiges siiid nidii imr wcgtni 
der Kleinbeit ibrer Amplitude, souderii audi wcgcii der aiirscnirdwitliduni 
Eürze ibrer Période unmerklicb. Dassdbe gil(. voii dmi iieriodisclum 
Scbwanktingen des ianeren Kinges. 

3. Dagegea würde die gleicblVirniige mittierc Drcdmng des imieren 
Einges in einer nicbt zu kurzcu Bcoliaditungszeii. si(di heiuerklidi 
macben; immerbin tritt aucb diese Beweguiig lad den l'iir den 'l’oriKslo- 
scbufs Terfligbarea Zeitea aocb kauni deut.lidi in di(‘ Krsdiidmitig. VVir 
sagtea, dafs ein Torpédo mit If) m/see (îes(di\vindigi<eii, liiufl: und dais 
die grofste Scbulsweite 600 m betriigt,. Die Dauer des Hdiusses wird 
also bôcbsteas 40 sec; fur die-se Zeit liefert unsere obige Bf'dniung eiae 
Ablenkung des ianeren Einges um 

40 « 

also noct fast genau die ursprüng;lichr, îi()rnial(‘ Südhuiji; des inn(a-(‘îi 
Einges. Bei dieser geringeii Abweichung lileibt die WiilenslaiHislliliig'keit 
der ânfseren Einges fast iingeschwilcdit, so dais die Anwendunt»; uiiserer 
Nâherungsformeln, welche nacli ^ 1 unter IV) Ixa n;r<>rseren Ab' 
weicliungen versagen würden, hier bereeld.igi is(.. Ms komnit liin/ai^ 
dafs unsere obige Annahrae eines zeitlieh konsiauteii Monuniies V 
den wirklichen Verhâltnisseii iiiclit (‘utspricdit uiid den deiikbar uie 
gûnstigsten Fall darstellt. In Wirkli(dikeii wiM-lisidt das Moment ¥ 
wegen der Gegenwirkung der Stcuernider und dt's daraiis folgiuiden 
periodischen Charakters der Seitonablenkunjj^tm wiihrend eiuos Sc1hihh(‘S 
mehrmals seinen Sinn; mit dem Msïinonte 'k lu^hrl sieh abm* ;uudi der 
Drehnngssinn des inneren Einges mu; di(‘ Winkidilndoruug ît d(‘s inmu'im 
Einges wird auf diese Weise teilweise wiiuler rihdvgiiii^'ig gemaehi* 
mithin wird auch der innere Ring am Knde des Seliusst^s iioeb fasi genavi 
dieselbe Lage aufweisen wio in der normalen Hiellung btani AbHc.iiiidsen. 

Man bemerke, da.(s einen gewiss(vn, weiin au eh ininiuiahm Mi ni lu fs 
anf die Wirksamkeit des Geradlaufapparaies aueh di(‘ Tielena-hwidchungeu 
des Torpédos haben. Wenn der Torpedokürpivr sieh naeh unien oder 
oben neigt; so wird die Drehaxe des aulseren Ringes dalud luitgtmommen 
und nm denselben Winkel wie die Mittellini(‘ des l’urpedokdriiers gegeii 
die Vertikale gedrelit. Der innere Ring îria(dit iiidessen di(‘He Nidgung 
in erster Nâlierung nicht mit^ da er in stuner Dndiaxt* IVei bew(‘glieh 
ist und durch die Kreiselwirkung des Scliwiingring<‘s in seiiier ursprilng- 
liclien horizontalen Lage festgelialten wird: nur insoferu ais in dem 
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Lager des inneren Ringes durch die Neigimg des âufseren Ringes ein 
ReibiiEgsmoment ûbertragen wird, kommt eine minimale mittlere Ab- 
lenkung des inneren Ringes und im Zusammenhange damit eine langsame 
Drehüng des âufseren ‘Ringes zustande. Die Rolle des inneren und 
des âulseren Ringes kebrt sich. jetzt gegen die vorberige Betracbtung 
uro, indem das primâre Reibungsmoment ¥ jetzt an der Axe des inneren 
Ringes wirkt. Eine merkliche Drebung des âufseren Ringes ergiebt 
sicb aucb bieraus nicbt, da aucb die Tiefenablenkungen periodiscb 
wecbseln. Wir erwâbnen diese eigenartige Verkoppelung der Drebungen 
des inneren und des âufseren Ringes oder der Tiefen- und Seitenab- 
lenkungen bauptsâcblicb itn Hinblick auf den sogleich zu betrachtencleii 
Botvéll-Torpedo. 

Die tbeoretiscbe Überlegung erklârt also die günstigen Erfabrungen, 
die man mit dem Obry-Apparate gemacbt bat. 

Endlicb baben wir als Gegenstûck zu dem indirekten Geradlauf 
des Wbitebead-Torpedos den direUen Geradlmif beim Hoivéll- Torpédo 
darzustellen. Aucb hier müssen wir mit einer allgemeinen Bescbreibung 
dieses Torpedotyps beginnen. 

Die âufsere Gestalt und die Abmessungen sind etwa die des Wbite- 
bead-Torpedos: Lange 4^27 m, grôfster Durcbmesser 45 cm, Gesanit- 
gewicbt 520 kg. Etwa in der Mitte des Torpédos liegt querscbiffs 
gelagert ein krâftiges Schwungrad vom Gewicbte 133,8 kg, welches 
also einen wesentlicben Brucbteil des Gesamtgewicbtes ausmacbt. Die 
Ebene des Scbwungrades fâllt mit der vertikalen Mittellângsebene des 
Torpedokôrpers zusammen. Vor dem Scbufs wird dem Scbwungrade 
mittels einer Dampfturbine eine Umdrebungszabl von 9500 Touren pro 
Minute erteilt, so dafs bei der bedeutenden Masse des Scbwungrades ein 
erbeblicber Arbeitsvorrat in ibm aufgespeicbert wird. Es ist dies die 
einzige Energiequelle des Torpédos, durcb die sowobl die Gescbwindigkeit 
der Fortbewegung unterbalten, wie aucb die Ricbtung der Gescbwin- 
digkeit korrigiert werden soll. Das rotierende Sclnvungrad dient beim 
Hoîvell- Torpédo soivolü als Antriebsmaschine ivie als Geradlaufapparat, 



Die Umdrebungen des Scbwungrades werden durcb zwei koniscbe 
Zabnrâderpaare (vgl Fig. 122) im Übersetzungsverbâltnisse 2 : 1 direkt 
auf die Wellen der Propeller ûbertragen. Die Steigung der Propeller 
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ist automatisch rersteUbar eingerichtet uiul wüclist mit /.unobmeiider 
Laufstrecke des Toi-pedos; hierdurcli wird crreiclit, dais trok dor wogea 
der aufsereu Arbeitsleistuiig betriichtliclieii Abnabmo der Sclnvuiigrad- 
umdrehungszalil die Geschwindigkeit des Torja'dos annühernd koustant 
bleiben kann. 

üm die dem Scbwungrad innewolmeiule lü(*lit, kraft henrtoilen zu 
konnen^ fragen wir zunacbst nacli der Art uiid der AiizaJil seiiier Frei- 
heitsgrade. Bei festgedachtem Torpedokorpta* hat das vSidiwimgrad iiur 
eine Beweguiigsfreiheitj namlicli die eiu facile Dreliung iu sich. Die Axe 
dieser Drebung liegt hier qiierschitfs^ williroud l)eini Obrv-Apparat die 
entsprechende Axe des SchwimgringeH bei îiornial(‘r Sbdliing desselben 
lângsschiffs angeordnet war. EiiKm zweiteii Frtalieitsgrad ba-bt^n wir in 

den Drehungen des Torpédos nm seine Lilngsaxe d(‘ii KVîlngniigen 

desselben — zu erblicken, durch welcln^ die S(‘hwiingradaxe gegiai die 
Horizontale geneigt wird. Diese Krangungtai V(‘rf,ret(ai in ginvisser 
Weise die Bewegungsfreiheit dos innereii Ivinges Ixaru Obry- Apparat. 
Da der Howell- ebenso wie der VVbiteluîad-Tor{)edo (diu'i gewisse Sta» 
bilitât besitzt (auch hier liegt der Scbwerî)vinkt des Torjxulos etwas 
unter dem der verdrangteu 'Wassonnasso), so wtn-dtai die IvriLngiingen 
im allgemeinen periodisch werden uiid Aussc.hlilge naidi (ku* idiuai Seito 
von solcben nacb der anderen Seito gefoigt w(u*den. Aïs dritbai Frei- 
beitsgrad, entsprecbend dem aufseren Ivinge des Obrv-Apparaies, liaben 
wir die Drehungen des Torpédos um die Veriikale air/uselani, die bei 
Seitenablenkungen eintreten. Drelmngeri uni di(‘ horizontale, <{iu‘.rschifts 
gelegene Axe, die mit den ïietenabhmkungen verbund<*n siiid, beeire 
flussen dagegen die Lage des Schwiingrades nicdit iind falbni daber für 
uns aufser Betracht. 

Das Zustandekommen der Kreisolwirkung lialuMi wir uns hier in 
der folgenden Reibenfolge vorzustellen: Fin(‘ Stdbaiableiikung durcdi 
âufsere Einflüsse sei das Primiire. Sie würde (bai Itnpuls des Scbwung- 
rades horizontal znr Seite drehen; die HieJitung dta* hnpiilBiliidennig 
ist dabei die Lângsaxe des Torpédos, llm dnmi wirkt das lu(n*au.s 
folgende Gegenmoment der Kreiselwirknng K, DI. IVI) in 1. Dieses 
bewirkt ein Krângen des Torpédos uiul daniit eine Amlerung des 
Neigungswinkels der Schwungradaxr^ gegen (li(‘ V<*rf.ikaie. Der lm])ul8 
wird dabei in vertikaler Ricbtung abgebiukt. Dahor (nitsicdit ein fn^gon- 
moment K' (Gfl. IVd in § 1) um die Vertikale, webdie d<‘ni primiiren 
seitlicb ablenkenden Momente entgegengeri(‘lit(,>:t ist.. 

Wir erkennen also, dafs eine Korrection der Heiienablonkungen 
durch die Kreiselwirkung auch hier eintritt, und dafs sie durch die 
Krângungen des Torpédos vermittelt wird. Dabei wird man nieht ül)er- 
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sehen, dafs diese Krangungen weniger unbelimdert vor sich gehen, wie 
die ilinen entsprechenden Drehungen des inneren Ringes beim Obry- 
Apparate, dafs vielmebr der Wasserwiderstand denselben in bedeutendem 
Mafse entgegenarbeitet. Indem er dieses tbut und die Krângungsge- 
scbwindigkeit herabsetztj verkleinert er aber aucli die schliefsliclie Richt- 
kraft, deren Grôfse K' mit der Kr'ângungsgeschwindigkeit d'' propor- 
tional gefunden wurde. Wegen dieses Wasserwiderstandes sowobl wie 
wegen der Mitwirkung der Sckwere, durch. die der Sinn des Krângens 
periodiscb umgekebrt wird, liegen die Verbâltnisse hier nicbt so einfacli 
nnd günstig, wie bei dem von der TorpedohüUe ganz umschlossenen, 
sorgfâltig justierten Obry-Apparat. 

Wir konnen nun aber ancL. die Reikenfolge unserer obigen Über- 
legungen umkebren nnd ein Krângen des Torpédos als das Primâre 
ansebeii. ISTamentlich beim Aufscklagen aufs Wasser [würde dieses in 
bedeutendem Mafse durch âufsere Einflüsse erzeugt. Genau in der oben 
beschriebenen Weise folgt hieraus durch Vermittelung der Schwungrad- 
wirkung ein Moment um die Vertikale, also eine SeüenaUenhing. Wir 
kônnten durch Portsetzung der Schlufsreihe auf ein dem Krângen ent- 
gegenwirkendes Moment schliefsen, wenn nicht bei der langgestreckten 
Gestalt des Torpédos der Wasserwiderstand gegen Seitenablenkungen 
so bedeutend ware, dafs jenes Gegenmoment kaum mehr nennenswert 
ausfallen dürfte. Aufserdem interessiert uns nicht die Verhinderung 
des Krângens, sondern die der Seitenablenkungen. In letzterer Hinsicht 
zeigt aber unsere Übeiiegung: Das Scliwungrad des Howell- Torpédos 
scheint nicht 7iur eine VorricMung m sein, im Seitenablenkungen m ver- 
hindern oder rückgdngig m rnachen, sondern gleichzeitig auch uni sie auf 
Grand anderweitig hervorgerufener Krangungen zii erzeugen. Die eigen- 
artige Verkoppelung von je zwei Preiheitsgraden des Kreisels, auf die 
wir schon oben aufmerksam machten, kommt hierin deutlich zum Ausdruck 
(Krângen und Seitenablenkung beim HowelL-Torpedo, Seitenablenkung 
und Tiefenablenkung beim Whitehead-Torpedo). 

Der Konstrukteur des Howell-Torpedos scheint die hier ausge- 
sprochenen Befürchtungen über den schâdlichen Einflufs des Krângens 
ais berechtigt anzuerkennen ; denn er bringt Vertikalruder an, welche 
sich beim Krângen auslegen und die aufrechte Lage des Torpédos 
sichern soUen. Gegenüber dieser Anordnung kann man aber nicht 
umhin, die folgende Alternative zu steilen: Entweder verliindcrn die 
Euder das Krângen nicht; dann erzeugt dieses Seitenahlenhmgen. Oder 
sie verhindern es; dann hehindern sie auch die Eichtlcraft'^ demi das 
Krângen ist ein notwendiges Zioischenglied bei der Entstehung des Gegen- 
momentes gegen Seitenablenhungen. Sind die genannteu Ruder wirklich 

Kloin-Sommerfold, Kreiselbewegung. 51 
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wirksam; so habeii wir in dem Torpédo niirnielir einon Kreisel von 
zwd Freiteitsgraden vor uns; ein solclier bcsitzt abcr nuch dom im 
§ 1 pag. 768 allgemein ausgesprochenen Prinzip k(nne Wiilevstiuulsfiiliig- 
keit gegen Richtungsiinderangen. 

Wir àaben uns bei dieser Kritik der besondcrs iiiterusstmteii und 
kübnenHowell’scbenKonstruktionandie Ausfülirung(ui von lin. Diogel*) 
angescblossen, in dessen Arbeit andrerseits unsore obigcni t.h('or('i,ischen 
Betracbtungen über den Obry-Apparat aufgenomimui sind. Wir v(‘r- 
weisen wegen weiterer Details aut die Darstelluug dicses b’iiclnnannea. 

In der Praxis scbeint sich der Howoll 'I’or})edo niclit binviilirt 
zu baben; wenigstens ist die Kegierung der Vt'rt'inigten Staaton, die 
den HoweH-Torpedo erworben batte, naclitriiglicli eluMilalls zu dein 
Wbitebead-Torpedo mit seinem indirekten (ieradlauie übergegangiui. 

§ 4. Der Schlicksclie Schiffskreisel. Allgemoinos und Tlioorio. 

Zu Anfang der siebziger Jahre des vorigen dabrlmnderls <‘rbaute 
der um die Stablindustrie boebverdiente engliscbo Ingénieur P>e,ssenier 
ein fur den Àrmelkanal bestimmtes Sebifl' mit eiiier Salonkajüte, webdie 
dureb Ereiselwirkung am RoUen (Schwingungcui uni di(‘ Liingsaxe 
des Sebiffes) gebindert werden sollte. Die Kajiite war an zwei starken 
Zapfen so aufgebangt, dafs sie um eine horizontale liiiigssidillls ver- 
laufende Axe ausscbwingen konnte und trvig urspriinglieb ein mit ilir 
fest Terbundenes Scbwungrad. Hierbei war aber das w(>sentJic.h(‘ l*rinzip 
jeder Kreiselstabilierung (vgl. pag. 767) überscdien: Dcm Jirsscnirr- 
hreisel feUte ein Freiheitsgrad und üamit die Miiijlichkeil, die Ilollhe/mnnui 
derXajüte irgend zu leeinflussm?^^ Die bcabsie.litigte Krei.sidstaliilierung 
wurde dann dureb eine bydraulisebe Masebineriir^"*"'-') ersi'tzt, die alun- 
niebt mebr automatiscb, sondern von lland betbatigt wurde. Ms scluûnt, 
dafs aucb diese niebt befriedigend arbeitete; jedenfallK ist das Prol)i(!ni 
der Scbiffsstabiliemng erst dreifsig .labre spiiter von Otto Sc.lilie.k in 
Hamburg erfolgreicb aufgenommen worden, dem der He.liiirbau bereits 
die Durcbfübrung des Massenausgleicbs der Scbiirsmas(diinen und damit 

Selbstthâtige Steuerung der Torpédos durch <leri (ieradlaiiriiiiiiarat. Manue- 
Rundscbau 5. Heft 1899. Das Manuskript dos vorsteliondcii l’aragraplicu .stamnit 
ungefahr ans derselben Zeit; etwaige neuere Erfaliriuig(‘u itn Tor]ii'duwe.sfni sind 
also niclxt berüeksichtigt. 

**) Vgl. Institution of naval architects, April 1KS9, liiuncrkimgoii von Mac- 
™ Diskussion zn einem Vortrag von üoaiichaini) Tnwc.r. 

Institution of naval architects, Mürz, 1875, Vortrag vnii 10. .1. Reed, on tho 
Bessemer Steam Ship; vgl. auch Engineer, Aufsatz von lîe.sseiner vom gbdclmn 
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die Mogliclikeit der modernen^ in Grôfse nnd Leistiingsfaliigkeit ge- 
steigerten Sckiffstypen verdankte. 

Der SclilicTxSclie ScJiiffslcreisél hat znnachst die erforderliclien Frei- 
lieitsgrade. Er dreht niclit um eine ira Schiff gelagerte Axe^ sondern 
ist in einem Rahnien befestigt, der um eine querschiffs gelagerte Axe 
sckwingen kann, wobei die Figurenaxe des Kreiselrades in der 
yertikalen Langsebene des Scbiffes ansschwingt. Uiisere Fig. 123 stellt 
scbematiscb die Anordnimg anf déni 
Dampfer „Silvana“ der Hamburg-Ame- 
rika-Linie dar. Die Axe des Kreisel- 
rades steht in der Figur lotrecbt; beim 
Betriebe pendelt sie um diese Lage 
bin and ber, wobei sie durcb ein 
Übergewicbt G in dieselbe zurück- 
gezogen wird. Der Kreiselrabmen JR 
mit seiner borizontalen Drebaxe ZZ 
ist in der Figur zu seben^ er trilgt 
das mit S bezeicbnete Kreiseirad. Letzteres bat einen Dnrcbmesser von 
lj6 m und ein Gewicbt (obne Axe) von 5100 kg. Es wird ibm 
eine Umdrebungszabl von 1800 Touren pro Minute erteilt^ entsprecbend 
einer Umfangsgescbwindigkeit von 150,8 m. Das Kreiseirad wird als 
Dampfturbine angetrieben, der Dampf tritt durcb den einen Zapfen des 
Rabmens ein, durcb den anderen ans. Die boben Anforderungen an 
die Umfangsgescbwindigkeit (bei gufseisernen Scbwungrâdern werden 
gewobnlicb nur 30 bis 40 m Umfangsgescbwindigkeit zugelassen) ei'- 
forderten natürlicb sorgfâltigste Ausfübrung und bestes Material. Die 
Anlage ist von Dr. Potting er konstruiert und vom Stettiner „Vulkan^^ aus- 
geführt. Seinen Platz findet der Schiffskreisel nabe der Mitte des Scbiffes. 

x4.ufser der „Silvana^^ wurden aucb der engliscbe Dampfer ^^Locbieb^, 
ein Dampfer des Hamburger Staates und ein ausrangiertes Torpedo- 
boot „SeebaP^ der deutscben Marine, letzteres zur Vornabme der ersten 
orientierenden Versucbe, mit einem Scbiffskreisel ausgestattet. AuBer- 
dem wird ein Kreiselscbiff' in Danzig gebaut. 

Wir bezeicbnen zunücbst die Aufgabe des Scbiffskreisels im All- 
gem einen. Zur Vermeidung der Seekrankbeit sowie bei Kriegsscbiffen 
zur Erleicbterung der Gescbützbedienung ist es geboten, die Amplitude 
der durcb Seegang erzwungenen RoUbewegungen des Scbiffes zu ver- 
ringern, sowie die Dampfung und womôgiicb aucb die Période der 
freien RoUscbwingungen, die auf einen einmal bervorgerufenen seitlicben 
Ausscblag folgen, zu vergrôfsern; die Scbwingungen des Scbiffes um 
seine Queraxe, das „Stampfen^^, zu bekampfen, liegt aufserbalb der Auf- 
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gâben des Scbiffskreisels. Die dem Schiff bei eineni Aussclilag erteilte 
Enero'ie des Rollens kann durcli deii Kreisei iiatürlicdi iiiidit olme 
Weiteres vernicbtet, sondern iiur iimgesefczt werden in eino Scliwinguug 
des Kreiselrabmens gegen das Scliiü* In diestn* Forni liilst sich die 
Schwingungsenergie aber durcli geeignete Breinsv(>rriclit;ungeii l)(‘seitigeii 
(d.b. in Wârme verwandeln). Es ist eine Baiidbreinse ( /> in I<'ig. 12:>) sowie 
eiii bydraulicber Bremszylinder, beide gegen deii :K:reis(dra,}uu(‘M wirkeiid, 
ano'eordnet. In der Ermdglichmg diesvr Brniming habni (Hr cine 
wesenÜiclie Seite der Wir]csa7nMt des Schiffslyreisels srhni. Btd, eiiiem 
Wagen arbeitet ja die Bremse von déni Wagenkastini ans gi;gt‘n die 
relativ dazn sich. drehenden .Râder. Bei dem Si‘Iii{rskorî)or lehlt zu- 
nâchst die Môglichkeit des Anlegens^ eimn* Bnnnse, da keine ludativ- 
bewegung der festen Teile vorhanden und der VVassei-\vidersta,nd, stdbst 
wenn er durch Schlingerkiele unterstützt winl, niehi. a,usgi(‘l)ig g(‘iiug 
ist. Die Kreiselwirkung aber scliafft eine (‘m‘rgiscli(‘. Relaiivlanvegung 
des Rahmens gegen den Schifiskorper nad ennr)gli<*ht dainit, déni 
letzteren eine Bremse anzulegen. Natürlieli darf die lh*enisung iiielit 
so.stark sein, dafs sie ein Aiissclilagen des .Kreisei ra, h nnais iiberhanpt 
verhindert; sonst würden wir wieder auf den dian Sidiiiïskërper test ein- 
gebauten und dalier wirkungslosen Schwungring znrüe.kiîillen. Dais 
es ein geeignetes Mittelmafs von Bremsiing giebt, \v(‘I(‘li(‘s di(‘ iVeien 
Schiffsschwingungen hinreichend stark dain])ft, ()lin(‘ di(^ Kreisidudrknng 
zu unterbinden, und bei dem auch die (‘rzwungemm Sediwingiingen 
heruntergesetzt werden, zeigt die Erfahrung und in lîiiereinstinnnung 
mit ihr die theoretische Überlegung. 

Über die Erfahrungen am Schitfskreisel wenbai wir iai d be- 
richten. Wir wenden uns zunachst zu seiner ïheorie. Vora,l) sei Ixanerkt, 
dafs wir die Verhâltnisse schematiscli wieder durch dit; Fig. 121 dcîs d.^or- 
pedokreisels darstellen kônnen: Der aufsere Ring laiispriclit dem Sidiilfs" 
kôrper, der innere dem Kreiselrahmon, der Sidiwungring unserem 
Kreiselrade. Der Unterschied ist zimilcbst niir (du ((uanl itaiivm-: der 
*âufsere Ring ist im Falle des Scliilïkkreisids ilulserst naissig ini Ver- 
liâltnis zu den anderen Teilen zu denken. Date siMue Drelaixe. jetzt 
nicht vertikal, sondern horizontal gest( 3 llt wird, îst mitiirlieJi belanglos. 
Bei den zunachst zu betrachtenden freien Schwiiigiingen wilro das 
aufsere Moment V gleich NuU, bei den dundi S(‘(‘gang m-zwiingeneu 
Schwingungen periodisch wechselnd. Es giebt abm* widtere IJnter- 
schiede, welche es bequemer erscheinen lassim, Ixd der Entwieklung 
der Formeln einen anderen Ausgangspunkt zu nchmen: Wir niüssen 
jetzt die schon genannten Reibungswirkungen ais wesentlich in die 
Théorie einfûhren, die wir früher nicht berüeksiclitigt haben; forner 
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müssen wir beim ScMff und aucli beim KreiselralimerL ein aufricMendes 
Scliweremoment in Reclinung setzen, wâhrend wir früher den âuiseren, 
inneren und Schwungring als genau centriert und daher der Sckwere 
entzogen dacliten. Wir geken jetzt aus von der Betrachtung ziceier 
miteinander gekoppelter scliwingimgsfàhiger Freiheitsgrade: der eine 
Freikeitsgrad wird gebildet von den um die Lângsaxe des Scbiffes er- 
folgenden RoUbewegungen desselben, der andere von den um die quer- 
schiffs gelagerte Drehaxe stattfindenden Ausscblâgen des Kreiselrabmens ; 
die Koppelung beider besorgt die zwiscben ibnen sicb abspielende 
Kreiselwirkung, Den Freibeitsgrad des Kreiselrades um seine eigene 
Figurenaxe kônnen wir als solcben igiiorieren^ da sein Impuls durcb 
den Antrieb auf konstanter Hôbe gebalten wird. 

Strenge genommen batte der Kreisel aucb nocb die Freiheitsgrade, 
die vom Stampfen des Scbiffes und seinen etwaigen Drebungen um die 
Vertikale berrübren. Die letzteren werden aber scbon wegen des 
grofsen ibnen entgegenwirkenden Wasserwiclerstandes gering, andrerseits 
wird sicb, wegen des grofsen Tnlgbeitsmoments um die Scbiffsqueraxe, 
die Pendelungsenergie des Kreiselrabmens nur in sebr geringem Mafse 
auf die Stampfbewegung des Scbilffs übertragen. Wir betracbten also 
vorlaufig das Scbiff*, abgeseben von 
seinen RoUbewegungen, als fest, 
werden aber im § 6 nocb einmal 
auf die Stampfbewegungen zurück- 
koiamen und ibren Einflufs nume- 
riscb abscbatzen (s. pag. 841). 

Sei ik der Winkel der RoU- 
bewegung des Scbiffes um seine 
Lângsaxe LL' (Fig. 124), der 
DrebwinkeP^') des Rabmens um 
seine querscbiffs gelagerte Dreb- 
axe Q Q', beide gezâblt von der 
mittleren, aufrecbten Lage des 
Scbiffes resp. Kreiselrabmens aus. 

In der Figur ist mit QqQ'q 
Drebaxe Q Q' bezeicbnet, die dem Winkel ij; == 0 entspricbt. 

Betracbten wir zunâcbst die beiden Freiheitsgrade fûr sicb, unter 

*) Die Bezeichmingen 'ip und ê' sollen an die Eulerschen Winkel erinnern. In 
der That spielt die Lângsaxe LL Lier dieselbe Rolle wie die Yertikale im § 1, 
um welcke 'ip gezâhlt wird. Nur war es zweckmâfiig, mit 'O' niclit wie früher 
den Winkel zwischen LL' und der Figurenaxe, sondern sein Komplement zu 
bezeichnen. 





die mittlere, horizontale Lage der 
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Abseàung von ilirer Koppelung. Die frekn- Schwingiinfjni îles Srhiffrs 
(bei festgestelltem Kreiselrahmen) werdeu bckaimtorniuCson durc-Ii die 
folgende Differentialgleicbung beschrieben; 

(1) 4’ + "'S 

Hier bedeutet 

J das Trâgheitsm ornent des Scbiffes um die L;liigsaxi‘ LL\ 

■R" den Widerstaud des Was sers für die Einlieit der VVinlvelg(‘Scliwm” 
digkeit, 

Q das Grewicbt des Scbiffes oder die Wasserverdriiugung ( Déplacement), 
H. die sog. metacentrische Hobe, so dais QJI das aiitricliimub^ Moment 
für die Einbeit der Winkelausdrehung angicbD^*). 

Wenn wir in dieser Grleicbung die Ivoetiizienten abs konsiaiit aiiscben, 
so ist das bekanntermafsen nur in. erster NHliening (iïir lunn‘.i(‘-hend 
kleine ricbtig, indem in Wirklichkeit H eine konipliziert,(^ l^binktion 
von und W eine einigermafsen nnbekannte Eunktioir^"'') von dfjdf 
ist. Indesseu sollen aile folgenden Betrachtimg(ui (dnmialls nur erste 
Nâberungen im Sinne der Méthode der Ideinen Hvlvwliniuvijeii sein, so 
dafs die Voraussetzung konstanter Koefiizi(‘uten ausridc.lit. 

Die freien ScJmingungen des Kreiselrahn/ois anderei-scdis (Ixm ff^st 
gestelltem Sebiff) werden durch die Differentialgleicbung des ,,|)li3'.sika- 
liscben Pendels^^ besebrieben: 

( 2 ) + + 

Hier bedeutet 

j das Trâgbeitsmoment des Kreiselrahmens, einseJdielshddi des in ihni 
entbaltenen ScbwungringeS; um die Qiieraxc Q(/y 
w den Widerstand fiir die Einbeit der Pencleliingsges(di\vindigk(‘it, der 
sicb ans dem (niebt unbetracbtlicben) Zapfenwiderstand und d<nu 
am ümfange des Rabmens angebracliten Br(unswid(‘rsta.nd zu- 
sammensetzt, 

g das Grewicbt von Kreiselrabmen und Kreiselrad, 

h den Abstand des gemeinsameu Schwerpunktes beider von der 
Drebaxe QQ\ 


P Nâheres EncyM. d. Math. Wiss. IV, Art. 6 von Bt, ilckeî, Nr. :îa. 

Naheres hierüber in EncykL d. Math. Wi.ss. IV, Art. 22 von Krilolf und 
Müller, Nr. 8. 



§ 4. Der Schlicksclie Schiffskreisel. 


799 


Âus (1) une! (2) folgt die Période der freien Sckwingnngen T und r 
der beiden Freiheitsgracle^ die wir unter Absehung von den Reibungs- 
widerstanden berecbnen woUen: 

î’= ^ = 2^]/^ 

oder die zugebôrigen ^^Frequenzen^^: 

(3) v-yi-*) 

Unsere Pendelgleichung (2) gilt unabbangig davon, ob sicb das 
Kreiselrad in Rotation befindet oder nicht. In der Tbat machen sich 
die Kreiselwirkungen desselben nacb dem mehrfacli angezogenen Prin- 
zip des § 1 bei der Bewegung erst geltend, wenn der Kreisel einen 
weiteren Preibeitsgrad erhült. Solange die Drebaxe QQ\ wie bisber 
vorausgesetzt; festgehalten wird, âufsert sich die Kreiselwirkung nur 
als Druck auf die Lager und beeinflufst die Pendelbewegung in keiner 
Weise. Sie tritt aber in Wirksamkeit, wenn wir jetzt beide Freiheits- 
grade gleichzeitig betrachten. 

Schlagt die Kreiselaxe OF im Sinne der positiven ^ (vgl. 
Fig. 124) ans, so entsteht eine Kreiselwirkung um die zu OF und 
OQ senkrechte Axe in solchem Sinne, dafs sie die Pigurenaxe der 
Axe dieser hinzukommenden Drehung gleichsinnig paraUel zu stellen, 
al s O die Halbaxe 0 Q zu senken sucht. Der in der Figur linke Zapfen 
der Querschiffsaxe (bei Q') erfâhrt dabei einen Druck nach oben, der 
rechte Zapfen bei Q einen solchen nach unten. Es sind das diejenigen 
Lagerdrucke, die bei Feststellung des Schiffes dieses aufzunehmen hat, 
die sich aber nun als Bewegungsmoment geltend machen. Mit Rück~ 
sicht auf den eben festgestellten Sinn, der dem positivem Sinne von 
f entspricht, wird die das Schiff bewegende Eireiselwirkung nach 
Gl. (l) des § 1: 

(4) 

Der Eigenimpuls N des Kreiselrades bestimmt sich in unserem FaUe 
als das Produkt aus dem Trâgheitsmoment des Kreiselrades (ohne 
Rahmen) um seine Figurenaxe und semer durch den Turbinenantrieb 
erzeugten Winkelgeschwindigkeit. 

Schlagt andererseits das Schilf im Sinne der waehsenden ^ aus, 
so ergiebt sich eine Kreiselwirkung um die zu OF und OL senkrechte 


*) In dieser anch. sonst vielfacb gebrauchten Bezeicbnungsweise bedeutet 
also „Frequenz“ die Schwingungszahl für die Zeiteinbeit 27csec. 
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Axe OQ. Dem Siime nack suckt sie wieder die Figiircnaxe der Axe 
OL gleicksiniiig parallel zu stellen, 'vvirkfc also nacli dor Sente der ab- 
nekmendeu Nack Gl. (I) des § 1 wird daliei- Gi-ol'se viiid Siiiii dieser 
Kreiselwirkung gegeken diirck 


( 4 ') 


■N 


( i a/ j 
dt 


Diese beiden Momente wirken wie aiilsere Bt‘weguno'sni()nieûte 
und sind als solcbe auf der rechten Seite der Gleiclnnij^ (1) Ix^zw. (2) 
zuzufûgen. 

Noeb sei bemerkt, dais die Anwendiiiiü; der (^,1. (I ) boi der Be- 
rechnung von (4') nur so lange berechtigt ist, als der Winkel zwiselien 
OF nnd OL nabezn ein Recbter, also # klein ist. l)i(‘ gciiaviere 
GL (11) wûrde statt (4') den Wert — N (vrgeixai { inan beachte, 

dafs 'd ' jetzt das Komplement des irüheren 't> l)edeut,(‘t und daher siri 
dnreb cos zn ersetzen ist)^ der sicli aber von (d() nur uni kleine 
Grôfsen boberer Ordnnng nntersclieidet. Ahnlicbes ist von dor Be- 
recbnnng der Kreiselwirkung (4) zu sagen, di(^ oigtaiiliidi nicht uni OLj 
sondern um die gemeinsame Senkredite der Axen (>Q and O F 
wirkt. Da diese mit OL den Winkel ^ bildet^ st> würde. zu (4) elien- 
falls der Faktor coS'O’ hinzutreten, der aber iin kSinue divr Mcdliode 
der kleinen Scbwingungen wiederum gleich 1 zu setztni isi,. Schliets- 
licb kann man bemerken, dafs ein Ausschlag des .KreistdraJunens noeb in- 
sofern auf die ScbiJBPsbewegung Einfluis niinint, a,ls er das 'Brilgheils- 
moment J desselben abandert. Aber abgesoboii davon^ dais aiieli dit‘S(i 
Ànderung nur dureb bôhere Potenzen des als kbdn v()rausgeB(‘tzten 
Winkels gemessen wird and daher naeli ihr iVbdliodi' (bu- kleinen 
Scbwingungen ebenfalls zu vernacblassigen ist, ist die Masse ({(vr Kreisel- 
vorriebtung zu der des ganzen Sebiftes so verscdiNviiidend, dais dieser 
Einflufs überbaupt niebt in Frage kommt. 

Bei Hinzufügung von (4) und (4') geben nun (ii<‘ Gleicdiiuigen (1) 
nnd (2) in die folgenden Bewegiimjsgleklmngcn. für die freioi Srhirin- 
gungm des msammengesetden Systems Schiff und Kreisd ïilwv: 


^V + “’Tt + 9 ** - - jV ‘2 ■ 

Wir kaben also nunmekr ein galcoppcLtes (sininltaiies) Siis/em ,:trt‘ier 
linearer JDifferenticügleichungen mit honstanten Kocftklcrdm: 

, J _l. I e\ 

= 0 . 


^ dt 


+ QHi' 




d^' 


dt 

.dip 




0. 


( 5 ) 
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Die Koppelung ist eine GeschivmdigTîeitsIcop^elimgj weil sie durcli Glieder 

mit deu ersten Differentialquotienten vermittelt wird. Sie ist ûberdies 

Jconservativer Natur^ da sie keinen Energieveiiust^ sondern nur eine 

Energieübertragung bewirken kann. Analytiscb drückt sicli dies durci. 

die entgegengesetzte Gleicibeit der „Koppeluîigskoeffizienten^^ (+ N, 

— N) in (5) aus und beweist sich durci Aufstellung der Energie- 

gleiciung wie folgt: Man multipliziere die beiden Gl. (5) bzw. mit 4- 

^ ^ ^ ^ 

und 5 dann fallen in der Summe die Koppelungsglieder ieraus^ und 
es ergiebt sici: 

T ^ (lil ) + ^ (*) 1 + T ïi I + 4“»’ 1 

Die beiden Glieder linker Hand bedeufcen die Anderung der kinetiscien 
und potentiellen Energie des Gesamtsystems. Die beiden Glieder reciter 
Hand kônnen naci Lord Rayleigi als Dissipationsfunktion bezeichuet 
werden; sie sind allein durci die ursprünglicien Reibungsterme ge- 
geben und von der Koppelung nicht beeinflufst. 

Wir iaben iier ebenso wie auf pag. 766 ein Beispiel für den von 
Kelvin eingefüirten Begriff der gîjroslcopisclien Terme'^‘)] auci die 
Kelvin’scie Bezeicinung wird durci unseren FaU erlautert; unsere 
Koppelungsgliede]’ sind Merkmale einer voriandenen inneren Gyration 
des Systems, d. i. Kreiselwirkungen. 

Wir kommen zur Intégration des Systems (5). Diese gesciieit 
in bekannter Weise durci den Ansatz: 


ilj = d' = aé^^. 

Die Gl. (5) liefern zwiscien A, a, a die Bedingungen: 

A(~ Ja^ + i Wa + QST) = -f aiNa 


oder 

( 6 ) 


a{—jcc^ + + qh) = — AiNa 

A + iNcz — j cc^ -\- iwa qh 

a — ^ i ÇJ£ — fNa 


Für a ergiebt sici also die Gleiciung vierten Grades: 

(7) -iWa- ÇS)(ja^ - iwa - qh) = 

Ihren vier Wurzeln ct^, a^, entsprechen Bacli (6) vier Verrait- 


0 l^gl* üen Znsatz am Scilufs des § 4. 



802 


IX. Technische Anweii<luugen, 


niss6 der Grôfsen ji-j • flu -‘'^3 • >ülgoiueiiii> 

Losung der Gl. (6) sclireibt sich nun: 

I ^ = a^e'“i ‘ + + « 36 ''““ ‘ + «i/'‘ "* ''• 

Von den hier vorkommenden S Koeffizienteu bleiheu 4 n:ic.li (U. ( 6 ) 
willkürlich; sie genügen, die allgemeiiie Lüsuiig eineni willlcürlichen 
Anfangszustande anzupassen. 

(Znm Zwecke einer spâteren Anwendmig wollen wir hier eiii Ihn- 
spiel mit einem speziell gewahlten Anfangszustande iiillnn- au.sl'ühreu. 

a) Wir denken uns das Scliifi zu Anfang uni seine Ijiingsaxe um einen 
Winkel ^3 ansgedreht, den Kreisel aber nüieiid in sidiun- vertikaleii 
Gleichgewichtslage. Die Anfangsbedingungen für t == O lauteii danu: 




d'il) ^ _ d'd 

lu ■“ ^ lu 


Wir woUen hier von der Dampfung abselien, also iv ir O setzon. 
Dann wird nach (7): «g == — ^ — und maii orkonuti leiclit, 

dafs die entsprechende LosuDg sich ans (G) luid (S) (n-giebi zir-=V. 
i) ^ cos a^t + jU cos (u l, 

^ sin t + ^2 sin tut, 

wobei noch: 

(8 ) -J~ = 0^ A^ “{” ylo - -- 


Mittels ( 6 ) und ( 8 ') folgt dann das VerbilltuiSy in déni dit» beitltni 
Schwingnngen zn der Scbiffsbewegung beitrageu: 


( 8 ") 


(jcc,^ 


•c/a,“) 


b) Hâtten wir nmgekehrt anfangs das Schiir in liuln» angt^nonnneii 
nnd den Kreiselrahmen nm einen Winkel <{■><) gedrtdit^ so (ndiit^Iitni wir 
ganz analog die Darstellnng: 

[ ^ sin ^ + yl, sin f j 

ê' = cos a^t a., cos eu 


(8-) 


A^CC^ *4" -^2^2 — “j- Cfo Ü' 


0 7 


{jai^ — qh) ((?// — J (V.. " } 

“ ■ 


Wir verstehen nnn unter die Wurzcl^ die, liei verschwindtnider 
Koppelung, in die Freqnenz der freien Scliitfsscbwingung, unier a.» die- 
jenige, die in die Freqnenz der freien Kr( 3 isel])endelung (Ü)t*rgelit 
(s. Grl. (3)) und unterscheiden diese beideii Scliwingungtîn îiIb „Ilaupt- 


^ Darstellnng der durcli einen Anstoû aligejuuierten, auf- 

recüten Kreiselbewegung, pag. 368. 
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schwingung^^ und ^ÎTebenscliwinguiig^^. Scliliefsen wir den Fall der 
Resonanz zwischen beiden Scbwingungen aus, nebmen also QSjJ^gihlj 
an^ so folgt in dem Falle dafs wegen des grofsen Trâgbeits- 
momentes J bei allen praktiscb erreicbbaren Impulsen die Amplitude 
bedeuteud über Aj überwiegt, und umgekebrt im Falle 1) die Ampli- 
tude a,y über wahrend im ersten Fall das Verkaltnis im 

zweiten das Verkaltnis AJA^ verkaltnis mâfsig wenig von der Ein- 
keit abweickt. Grab also (Fall ci) das Sckitf den Anlafs zu den 
Sckwingungen, so überwiegt in der Sckiffsbewegung der Anteil der 
Hauptsckwingung, wakrend sich auf den Kreisel beide Sckwingungen 
etwa gleickmafsig verteilen. Das entspreckend vertausckte Verkalten zeigt 
sick, wenn (Fall 6) der Kreisel den Anstols zu den Sckwingungen giebt. 

Andrerseits ist nack Formel (6), z. B. für die Kebensckwingung: 

^ = // 1 . 

also wird (Fall &), ausgenommen bei naker Resonanz, die vom Kreisel 
auf das Sckiff übertragene Nebensckwingung kier nur kleine Ampli- 
tuden annekmen. Die entspreckende Formel im Falle a lautet bei der 
vom Sckiff auf den Kreisel ûbertragenen Hauptsckwingung 

Na^ 

A ~ ’ 

kier sind an S telle der Grofsen Q H die viel kleineren j, qh getreten, 
so dafs das Verkaltnis aJA^ bei der Hauptsckwingung für die praktiscb 
vorkommenden Werte von N erkeblick wird. 

Da wir nun oben fanden, dafs bei den vom Sckiff oder Kreisel 
angeregten Sckwingungen je an den dem anderen Freikeitsgrad ,,indu- 
zierteA^ Sckwingungen beide Frequenzen etwa gleickmafsig beteiligt 
sind, so ist das Ergebnis, das auck durck die Erfakrung bestâtigt wird, 
folgendes: a) Das Sckiff kann durck eine ursprüngliche RoUbewegung 
den Kreisel verkaltnis inafsig stark anregen, b) dagegen kônnen auck 
grofse Kreiselpendelungeii das Sckiff nur wenig zum Sckwingen bringen, 
auBer im Resonanzfalle, in welckem daker für genügende Abbremsung 
der Nebensckwingung zu sorgen sein wird.) 

Die eingekende numeriscke Diskussion der Gl. (7) wird uqs im 
folgenden Paragrapken besckâftigen. Um sie vorzubereiten, ist es nôtig, 
die Gleickung so umzusckreiben, dafs darin nur unbenannte Zahlen vor- 
kommen. Man kann etwa folgendermafsen vorgeken: 

Uq sei die durck (3) bestimmte Frequenz der reibungsfreieu un- 
gekoppelten Sckiffssckwingungen: 

(9) und 
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ferner sei v das Verhâltnis der Frequenz der reil.unsjcsfVcdeii uiigidcoppelten 
Ereiselsctwingujigëii^') zu derjenigen der Scliifîsschwinguugoü: 


( 9 ') 


also 


qh 


J 


Führt man noch die ebenfalls mibenannteii Abkürzuiigeii**) ein: 
W 7 ir » -V = 

( 9 ") - 


so ergiebt sicb ans (7) für die nunmelirige (linieiLsioiislosi^ Unlxdcaiinte /J 
die Gleicbung: 

(10) (/3' - ~ 1) (/5- - U^'l^ - 

Von deii hier eingeführten Zalilen niilst n die KreiseUvirkung^ 
~k die Bremswirknng, K die ursprüngliclie Diuniifung d(‘r Seliinsscdiwin- 
o-nno*en, wobei K im Verbilltnis zu k iinter Umstilndon v(M*uae.lil:issio:t 

& O * _ ' 

werden tann. Dem Frequenzverbilltnis v werden wir insbeseiKh'n» a.ucli 
den Wert 1 geben^ in welcliein Falle die urs{)rüngli(‘,lu‘ Scliids uiui 
Pendelscbwingung in Resonaiiz stelien. Für n == O lalleii Wurzeln 
§ in zvvei Paare auseinander, die der niigekopixdttai Stdiids^ uiid Iknidel- 
scbwingung entspreclien. Wir werden zu uiitersuclieu babeiq wie sich 
diese Paare bei wachsendem oz nnd geeignet angeuonnueiHun /; sietig 
yerândern. Der ans der nngekoppelten nrsprüuglitdien Se-hiUsschwingung 
beranswachsende Scbwingnngsmodns, den wir als ,,naupi;scliwingung^^ 
bezeiclineten, wird dabei an Dampfimg und iiiittu- güns(,igen \’<‘rli;Ut“ 
nissen auch an Schwingungsdaner znnelunen, wie (‘s zu Anfang dieaes 
Paragraphen als wûnscbenswei't gefordert wurde. 

Indessen sind es niclit die freim t^rhirmtjnmjvrz von Scliifî’ und 
Scbiffskreisel; die uns in Rücksicht auf die Praxis iu (‘rstcr Inni(‘ inier- 
essiereiij sondern die dnrch den Seegaug vrzinuKjoioi t^rliiviufiuagan. 
Der Bruchteil, anf den die Amplitude der letztcu'en dureii den Kr(ds(‘l 
herabgesetzt werden kann, liefert den einfachstcuq wenn aucli niclit 
den einzigen Mafsstab für die Wirksamkeit der Konstrukiion. 

Wir schreiben zunâcbst die Bewegnngsgleichung d(\s Scdiitles l.)ei 
festgestelltem Kreiselrabmen ant bewegter See liin. Iliiuvai fülirt 


*) Von einem Verhàltnis der Scliwingung8lre(|ueiizen kanu natürlit;lj iiur die 
Rede sein, solange beide Scliwingungen periodisch ertblgen. ï)ag(ig<*ii l>ehrdt 
unsere aUgemeine in Gl (9') enthaltene Définition auch im aperiodiBchen Falle 
iüren Sinn. Wenn v weiterbin trotzdem viclfach kurz îiIh Fr(*((ü(uizv(*rhiiltni.s hc- 
zeichnet wird, so ist dieses für die aperiodischen Fiilh» im ül^ertragemm Sinno. zu 
verstehen nnd auf die eigentliche Définition (9') zurüc-.kzugreirmi. 

) Die Dampfungskonstante K bat natürlich nicbts mit der BOiint ho l)czeich~ 
neten Kreiselwirkung K zu tbun. 
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folgende überschlâgiiclie Überlegung*): Wahread auf glatter See das 
aiifricb.tende Moment die Mittelebene des Scbiffes in die Vertikale ein- 
znstellen strebt und daber (s. Grl. (1)) dem Winkel ^ selbst proportional 
zu setzen ist, wirkt es auf bewegter See dahin, jene Ebene in eine 
gegen die Vertikale geneigte Richtnng Mneinzudrelien, die etwa senkrecht 
gegen die gevvellte Wasseroberâache stekt, jedenfalls aber in derselben 
Période wie diese und in einem von der Wellenamplitude abb'ângigen 
Betrage um die Vertikale schv^ankt. Das aufricbtende Moment ist jetzt 
proportional — 'iJjq zn setzen, wenn die variable Neigung der genannten 
Gleicligewicb.tslage des .Scbiffes gegen die Vertikale bedeutet. Wir 
tragen also in dem dritten Terni der Gl. (1) ip — an Stelle von ip 
ein, wabrend wir den ersten und zweiten Term ungeândert beibebalten. 
(Die Tragheitswirkung des rollenden Scbiffes ist ja nacb wie vor aHein 
durcb die Bescbleunigung des Scbiffes, der Wasserwiderstand wenigstens 
der Hauptsacbe nacb durcb die Dreligescbwindigkeit des Scbiffes gegen 
die ganze Wassermasse, nicbt wesentlicb gegen seine wecbselnde Ober- 
flacbe bestimmt.) GL (1) gebt dabei über in 

Wir nebmen einen regelmâfsigen barmoniscben Zug von Wasserwellen 
an, den wir uns seitlicb gegen das Scbiff beranrollen denken. Sei ci 
die Frequenz der Wellen (gleicb 27C geteilt durcb die Scbwingungs- 
dauer), so kann ipQ proportional cos eu und daber 

(11) + '^ S + ^ 

gesetzt werden. Die Wellung der Wasseroberflacbe wirkt also wie ein 
‘âufseres Moment C cos gj t auf das Scbiff ein, welcbes in der Période 
der Wellen wecbselt; seine Amplitude G waebst mit der Amplitude 
der Wasserwellen. Im Allgemeinen ist die Wasserform natürlicb keine 
regelmlifsige Sinus- oder Cosinuslinie. Wir konnen sie aber immer für 
eine beliebige Zeitdauer in eine Reibe solcher zerlegen und jede einzelne 
für sicb bebandeln. 

Ebenso wie aus der GL (1) die GL (11) durcb Hinzufügung des 
Gliedes C qos cot entstebt, erbalten wir aus den Gleiebungen (5) für die 
freien Scbwingungen unseres gekoppelten Systems die folgenden Diffe- 
rentialgleichungen'^'''^’) für die dureh den Seegang er^wungenen Schwingungen 
desselben: 

*) Wegen niiherer Ausfübrungen und Litteraturangaben vgl. Encykl. d. Math. 
Wiss. IV, Art. Kriloff und Müller 22, Nr. 4d. 

Im Anschlufs an pag. 796 weisen wir darauf hin, dafs diese Gleichungen mit 
W=w = H — h = 0 übergehen in die Gleichungen (IV b) und (IV e) des § 1, wenn 
wir dort speziell = C cos ojÿ setzen. 
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indem ja weder an der Bewegung des Kreiselraliniens iioe.li an seiner 
Kreiselwirkung dnrcli das âufsere Moment dindct efwas geilndcnd, wird. 

Auch die Intégration dieses Gleicliimgssystenis gescliielit luicli eiurm 
wohlbekannten Schéma^ bei dem wir ebeiiso wie oben ;un besten 
komplex rechnen. 

Wir schreiben 

■ 0 ’ = 

nnd ersetzen auch die redite Seite der orsten (Jl. (ll^) dnrch (bai 
komplexen Ausdruck 

Bestimmt man dann die komplexen Koeffîzientcai a din-di die ans 
(12) folgenden Bedingungen: 

+ iWœ + QH) — iaNio ^ ^ 

1 -H iwcû + gh) + iA Ni\} O, 

so genügt nicht nur unser komiilexer Ansa,tz durcb Kinirageii von 
an Stelle von cos œt modiiizierten GL (12), sondern zugleidi (b^r 
reeUe Teil desselben den ursprünglichen Gleiduingtm. Ans ( IH) {bigt: 

^ (J _ y O) * + G- 0) + <f h 

( — Jw - + i W CD -f- Q If) ( — j M “ “b i ir o ■ | (J > A' ” (o “ ^ 

d—Q — 

(— ^ J (A ilVcD Q H) ( — ,/ W" -f- l HHO f 7^0 H 

Bildet man den absoluten Betrag dieser Grolsen^ so bat nian (li(* Ampli- 
tude, bildet man das Terhaltnis des imagi,n;ireM iind re(.dl(‘n d’eiles 
nnd geht zum Arcus-Tangens über, so bat man die Pbasi^ ( 1 ( 0 * durcb 
den Seegang erzwungenen Schiiïs- und Kreiselsdiwingung. 

Ans dieser partikulâren Losung von (12) erhillt man di(‘ allgemeiu(‘, 
wenn man ihr die allgemeine Losung (S) der I)i(ïercntialglei(dmngen 
der freien Schwingungen supei'poniert. indem IdzitTt* stcdnS g(‘(lampft, 
beim Schiffskreisel sogar absicbtlicb abgebremst sind, l,)l(‘ibt lau' eimun 
regelmalsigen WeUenzuge nach kurzer Zeit nur nocb unseia; (UYAvungcme 
Scbwingung übrig, deren Amplitude uns also ein einfa,eb(‘S Mais für 
die Wirksamkeit des Schiffskreisels liefert. Dais di(^s(^ wie wir sagien, 
nicht das einzige Mais ist, leucbtet ebentalls ein. Es inuls (ii(^ widteia^ 
Bedingung hinzukommen, dais die freien Scbwingurigcm, dic^ bei dem 
nach Amplitude, Phase und Période unregebifâisigon Cbarakter des 
Seegangs immer wieder neu erzeugt werden, hinreicliend schiiell ab- 
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gedâmpft werden. AndernfaUs würde unter den wirklicli obwaltenden 
Yerli'âltnisseîi ein Endzustand, wie er durch unsere erzwungenen Scbwin- 
gungen dargestellt wird, gar nicbt erreiciit werden. 

Bei der Diskussion des folgenden Paragraphen werden wir dater 
gleictzeitig die beiden Pnnkte ins Auge zu fassen baben: Amplitude 
der erzwungenen Sctwingung^ 61. (14), Diimpfung iind Schwingungszabl 
der freien Scbwingung, 61. (10). Zur Vorbereituug môgen hier die 
Werte (14) in unbenannte Form umgeschriebeii werden. Aufser den 
in den 61. (9j definierten 6rôrsen werden wir dabei die Abkürzungen 
benutzen: 


(9'") 


CO 



C 


so dafs y das Verbaltnis der Wellenfrequenz zur Eigenfrequenz des 
Scbiffes bezeicbnet. Dann ist (14) gleicbbedeutend mit 


(15) 


_ y^-ihy — v'- __ 

C — iKy — 1) (y“ — ilcy — y“ ’ 

a 1 / '7 iny 

c V j (y“ — iKy — 1) (y- — ilcy — v-) — y- 


und dater das Quadrat des Amplitudenvertültiiisses 


ML 

iM' 


(16) 


A\S (^y--^..pYJ^k-y- 

Y I - [(yr:;-iyp _ ^ «=) 7 p +-[*5,(5,^ _ 1) H- Ky{y'- - 


Einsctaltungsweise bestâtigeir wir auct an dieser Formel die metrfact 
tervorgetobene Ttatsacte, dafs der festgestellte Kreisel vôUig unwirk- 
sam wird, dafs sict namliet fur Je = oo derselbe Wert von A wie für 
n = 0 ergiebt, welcter Aq teifsen moge. 

Im AUgemeinen wird man die Setififsreibung K gegenüber der 
durct die Bremse gesteigerten Reibung des Kreiselratmens vernach- 
lâssigen und also 61. (16) ersetzen kônnen durct: 

(y— + . 

[(y- — 1) (y- — V-) — îl-y-j- -f k^y^y- — 1)“ 

Für das Setiff otne Kreisel aber darf die Dâmpfung K niett iinter- 
drückt werden, weil sonst im FaU der Resonanz zwiseten SctifPs- 
setwingung und Welle die Amplitude der erzwungenen Setiffssetwin- 
gung bestandig amvactsen würde, was nur durct die Dâmpfung ver- 
mieden wird. 

Wir werden zu zeigen taben, dafs sict bei den in der Praxis vor- 
liegenden Vertâltnissen aus (16) oder (17) ein Wert M| < Mo| be- 
reetnet, dafs also, wie es am Anfang dieses Paragrapten gefordert wurde, 
die Amplitude der erzwungenen Schwingungen durct den Sctiffskreisel 




808 


IX. Technisclie Anweiidungen. 


im Allgemeiiien heruntergesetzt wird. Als wirlvsaineii Faktor werden wir 
hierbei die Grôfse ^,also die SfârkedesKreiselimpuises erkenneîî, wiihrend 
die Dâmpfung l hier im umgekelirten Siniie, also gegen die Ilerab- 
setzung der Amplitude, wirki Wir konuen im Groisiui iiiul Ganzeu 
sagen: Bei den emvmgenen Schiving-migen enveist sich die Trdgheits- 
wirhung, bei den freien die BeiJnmgsiturhmg des Schif}:s/:rcisels (ds mafs- 
gebend. 

Wir fügen einige Angaben ûber die Litteratur des Schiffskreisels 
an. Die Differentialgieichungen der freien Schwiiiguiigeu wurden zu- 
erst Ton H. Lorenz"^'), jedoch oliiie Beriicksiclitigmig der Brems- 
wirkungen, aufgestellt und diskutiert. Fast gieieiizeitig v(u*()llentliclite 
A. Feppl"^'"^) eine eingehende, auch numerisclie Untersiudiiuig d(‘r fVeien 
Schwingungen, bei der er nachdrücklich auf die wi(ditig(‘ Ivolle der 
Bremsung hinwies. Die zusammenfassende Darstellmig, die Küppl im 
6. Bande seiner Vorlesungen über technisclie Mechanik giebt, ist uns 
erst bei der Korrektur bekannt gewordeii. Wir hoden, dais uus(u-e in 
analytischer Hinsicht etwas weitergeliende Darstellung die auf lieson- 
derer Sachkenntnis uud eigener Anscliauimg beruheiuh^ Füpprsehe Be- 
handlung zweckmafsig erganzen moge. Einen .\nsa,tz l‘ür die er- 
zwungenen Schwingungen giebt Malmstrdni.*^*'^"^') 

Schlick selbst beschreibt seine Konstriiktiou aulser in einigen 
kleineren Mitteilungenf) in einem Vortrag vor der Scliiiri)aut('clinisclien 
Gesellschaftff), in dem auch die Griuidlagen der Fh(a)ri(' und die 
praktischen Ergebnisse besprochen werden. 

Die letzteren werden wir in § 6 dar.stellen; zu ili nun V(u*st;indnis 
mûssen wir zunâchst in etwas umstandliche Diskussionen dm* Gl. (15) 
für die erzwungenen und (10) für die freien Schwingungen eintreten. 

Unsere Xreiselwirkungen (4) und (4') in den Sch\vin|^uuf 4 -s”-Iei('luin<»‘(ui HÎiid, 
Beispiele von „gyroskopisclien Gliedern“. Man dordcc aicli ein luechaniHcheH 
System von beliebig vielen nicht-cyklischen FreilKÙtHgra, don ■</>, n-, . . . und 1)0- 
liebigen cyklisciien Bewegungen nach Art umlanrendor Schwungriuhu* (p, % • . • 
Ibre Trâgheitswirknngen macben sicb in den (Moichungtui der »/>, durcli 

Zusatzglieder, die „gyroskopiscben Termo‘‘, bemerklich (vgl. den /ainaiz zu § 1, IV, 
pag. 771), welcbe die Bewegungen der i/j, ê- . . . nuteiuaiid(‘r V(‘rk()|>}))‘ln, Bei 
kleine n Schwingungen sind sie linear in den nicbt-cykliHchen UeK(diwitidigkeiten 

*) Pbysikal. Zeitscbr. 5 (1003) pag. 27. 

**) Zeitschr. d. Veieins deutaclier Ing. 48 (1904) p. 478 imd pag. 989. 

Acta Societatis Fennicae, t. 35, 1907. 

t) Zeitscài. d. Vereins deutsclier Ing. 50 (1900) pag 14:60> luid 1929. 

tt) Jahrbiacli der Schiffbautechnischen Gesellschaft 1909, Nr. X. Vgl. auch 
Institution of Naval Arcliitects, Marz 1904, mit eiuom theorctisclKui Aiihang von 
A. Foppl. 



§ 4. Der Schlicksche Schiffskreisel. 


809 


mit Koefiizieiiten welche von den cykîischen Impnlsen abliangen. 

Daher ergiebt sich als allgemeine Form dieser Terme ISFip' + Md'' + • • • . Ckarak- 
teristiscJa ist nun, daB in der Beschleunigungsgleichung für ip der Koeffîzient von ip' 
verschwindet, derjenige von d'' entgegengesetzt gleich ist dem Koeffîzienten von ip' 
in der Beschleunigungsgleiclinng für -0’. Das Koeffizientenscliema dieser Terme ist 
also, wie man sich ausdrûckt, ein „schiefe8“. Es ist wie pag. 801 leicht zn sehen, 
dais daher die Energiegleichnng durch die gyroskopischen Terme überhanpt nicht 
beeinflufst wird. (Ygl. ISTatural Philosophy I, Art. 345 VH.) 

Die Diskussion des Schiffskreisels als eines Systems gekoppelter Schwingungen 
hat eine weitergehende Bedeutnng für aile diejenigen Aufgaben der Physik, die 
ihren Ausdruck in der Betrachtung gekoppelter Schwingungen finden ; wir erinnern 
Z. B. an den Zeeman-Effekt. Die Schwingungsdaner von Lichtwellen wird bekannt- 
lich verandert, wenn die Lichtquelle in ein Magnetfeld gebracht wird. Man denkt 
sich in der Lichtquelle Système von Elektronen, so dafs jedes System eine Anzahl 
freier Schwingungen besitzt, analog zu unserer freien Schiffs- und Kreisel- 
schwingung. Das System ist also zunachst durch eine Anzahl von Schwingungs- 
gleichungen charakterisiert. Im Magnetfeld wird nun auf jedes Elektron eine auf 
seiner Bewegungsrichtung senkrechte, also konservative Kraft ausgeübt, so dafs 
auch die Gesamtenergie durch das Magnetfeld nicht verandert werden kann. Die 
Kraft ist erfahrungsmafsig von der Geschwindigkeit des Elektrons und den Kom- 
ponenten des Magnetfeldes bilinear abhangig. Diese beiden Bedingungen führen 
aber dazu (vgl. oben), dafs sich das Magnetfeld in den Schwingungsgleichungen 
durch den Zusatz „gyroskopischer Terme“ bemerkbar macht. An Stelle der 
cykîischen Impulse treten jetzt die Komponenten der Feldstârke JEf, die Schwin- 
gungsgleichungen nehmen also die Form an: 


dt“ 


2 ' 


Aàk 

dt ’ 




wobei sich die h linear durch den Vektor JEL ausdrücken. Wie beim Schiffskreisel 
nach Gl. (10) die Beeinflussung der Schwingungen vom Parameter abh'ângt, so 
wird hier die „Yerschiebung der Spektrallinien“ von JS^ abhàngen, also sehr klein 
sein bei kleinem H. Nur wenn die beiden freien Schwingungen in Resonanz standen, 
also im Fall — erhalten wir, bei Absehen von der Dâmpfung, aus (10): 


§^-l = ±np, +^ = 1+Y + --- 


also eine Beeinflussung der Schwingungen, die von der ersten Potenz n abhangt. 
Entsprechend wurde die magnetische Yerschiebung der Spektrallinien von Zeeman 
zuerst in Fâllen zusammenfallender Schwingnngsfrequenzen (D-Linie) nachgewiesen. 
Âhnlich werden wir beim Schiffskreisel (vgl. pag. 819) das Zusammenfallen der 
Frequenzen von Schiffs schwingung und Kreiselschwingung in gewissem Sinne als 
günstigsten Fall erkennen, d. h. als denjenigen Fall, in dem der Kreisel in einer 
Hinsicht die Schiffsschwingung am stârksten beeinflufst. Für nâhere Aus- 
fûhrungen vgl. Encykl. d. math. Wiss. Bd. Y 3, Art. 22 (Lorentz, Magneto- 
optische Phànomene) N’r. 31 — 43. 
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§ 5. Spezielle Diskussion der ’Wirkuiig des Schififskreisels. 

A. ErzMfungene Schwingimgcn. 

Die nâhere Diskussion der im vorigen Piiragraplieu imfgeatellten 
Ansâtze beginnen wir mit der Besprecbung der diircli den Sidiitlalvreisel 
beeinflufsten, vom Seegang erzwungenen SchwingiiugeiL 

Wenn wir vorerst die durcb die Reibung ini Wasser veranlaiste 
Dâmpfung K gegenüber der durch die Breinso bewirkten Dampfung k 
vernacklassigen, so wird das Verb'âltnis der Amplitude A der erzwuîigeneu 
ScMffsscbwingung zu der Grôfse c, die die Amplitude der erregenden 
Welle mifst, nacb Gl. (17): 

=== 1 )^ ■ 

Die Beeinflussung der Amplitude, wie überhaupt den Behwiiigungs- 
verlaufes, werden wir wesentlicb nur als von den Iblgeiubui droi dimen- 
sionslosen Grôfsen abb*ângig betrachten: 

dem Verbâltnis der Frequenz der Welle zu dor der .freieii, un- 
gedâmpften Scbiffsscbwingung, y] 

der Grôfse k^ die die Dâmpfung der Kreisolscliwlngung milsi; 
der Grôfse n, dem Mafs für den dem Kreisel erteilt(ui lm|)ul8. 

Für den Parameter v kommt in Betraclit, ob er kbdner oder 
grôfser als 1 gewâblt ist, ob also die freie Kreiselpeiubdiuig langsamer 
oder schneller als die Scbiffsschwingung verlâuft. Dureh die Auf- 
bângung des Kreisels kann v leicbt variiert werden iind wird zu 0, 
wenn er im Scbwerpunkt unterstützt ist. 

Obne vorerst auf numeriscbe Diskussioncn eiiizugclien, sei nur be- 
merkt, dafs die freie Scbwingungsdauer einea Scliifles je uîuvh d(*r Grôfse 
desselben zwiscben sehr weiten Grenzen schwanki Dus (Jleicbe gilt 
von der Période der Wellen, die zwar im Allgemeinen (vrfahrimgsgeniâfB 
für ein bestimmtes Meer einen bekannten mittleren Wert aunimmt, 
aber betrâcbtlicb um diesen scbwankt und sicli becleutend von Mc^er 
zu Meer ândert. Aufserdem müssen wir, wie schon erwillmt, an ci ne 
Übereinanderlagerung mebrerer barmonisclier Wellenzüge denken. llm- 
somehr wird das Verbâltnis der beiden Frequenzen variieren, und es 
wird aucb im praktiscben Interesse berecbtigt, für die Diskussion 
als von 0 bis oo verânderlicb zu betracbten. 

Im Interesse der analytiscben Diskussion werden wir aucli zeit- 
weilig annebmen. Tbatsâcblicb kann dieser Wert nicbt erreicht 

werden, da, aucb abgeseben von der Anbringung der bydrauliscben 
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Bremsej die Lagerreibung an dem schweren Kreisel immer eine selir 
betrâclitliclie ist. 

Eine obéré Grenze für endlich ist nur durcli teclinisclie Scliwierig- 
keiten gegeben. 

Für die grapMsche Darstellnng der Funktion — n^) 

wollen wir als unabhângige Variable wâhlen, die Grôfsen 
werden dann als Parameter je eines Kurvensystems aufznfassen und 
aüfserdem wird ^ 1 zu untersckeiden sein. Bel unserer Watil der 
nnabbângigen Variabeln y^ kaben wir den Vorteil, an die bekannten 
Resonanzkurven ans der Théorie der erzwnngenen Schwingnngen an- 
knüpfen zu kônnen. 

1 . Abhângigkeit vom Impnls, Bremsung Null. Für ^ = 0, 
den Fallj in dem der Kreisel nicht auf das Schiff einwirkt, fallen 
natürlich in dem Ausdruck (17), aile Glieder fort, die von der Koppelung 
mit dem Kreisel herrühren, und es bleibt: 

(18) 


d. h. der einfachste Fall einer Resonanzkurve ohne Dâmpfung. Dabei 
ist mit Aq die zu n = 0 gehôrige Amplitude bezeichnet; in gleicher 
Weise werde die zu einem beliebigen Wert n gehôrige Amplitude A^ 
genannt. Die Amplitude Aq wâchst in der Nâhe von = 1 , d. h. 
wenn die Welle in Resonanz mit der freien Schiffsschwingung steht, 
stark an, bleibt aber ^ 
doch vermôge der 
hier vernachlâssigten 
Wasserdâmpfung K 
auch für y=l endlich. 

Wir lassen die 
in Fig. 125 und 127 
stark ausgezogene 
„Grundkurve'' (18) 
nun mit wachsendem 
sich stetig ver- 

andern, unter Yorgabe eines festen Wertes von v^. Für die Grenzen 5 ^ = 0 
und y = 00 kann durch die Koppelung mit dem Kreisel keine Verânderung 
eintreten. Denn für die unendlich lange Période der WeUen, 7 = 0, tritt an 
Stelle der erzwnngenen Schwingung die auf pag. 805 bezeichnete Gleich- 
gewichtslage, unabhangig davon, ob der Kreisel rotiert oder nicht. In 
Übereinstimmung damit wird das mit behaftete Glied in (17) für 
7 == 0 selbst 0 , so dafs sich stets ergiebt: I I = 1 für y = 0 . 
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Die unendlicli rasche Schwingung, y = oo, kaim bei rotierendem 

Kreisel ebensowenig eine erzwungene Schwiiigung anregon, wie bei 

stiUstebendem, so dafs sicb ans (17) für y = oo obenfiills unabbaugig 

voa n ergiebt: ^ = 0. Die saiùtlicben Kurveu des zu variableiii n 

gebôrigen Kuryensystems (Fig. 125) gehen daher veu déni l'unkt: 

^^0 = 1 aus und berühren bei y = oj a.syiiiptoti.sch die i'-Axe. 

^ ’ c 

Im Yorigen Paragraplien fanden wir^ dais durch die K()})peiiiiig mit 
dem Kreisel an Stelle der einen freien Schitfsscliwingnng nun zwei freie 
Schwingungen treteii, von denen die eine ans der urs|);riingliclion freieii 
Schiffschwingung, die andere ans der auf dus Scliill' übertragenen 
Kreiselscliwingiing entsteht. Resonanzersclieiiiimgeii \verd(?u aiifti'eten, 
wenn die Période der Welle mit einer dieser beideu P(vrioden fibereiii- 
stimmt. 

In der Tbat ist der Nenner in dem Ausdruck (17 ), der für A* = 0 


ûbergelit in: 
(19) 


A ^ 


diejenige quadratische Pnnktion von y-, die naeh Gi ( 10) (pag. 804) 
verscli-windet, wenn die Frequenz der Welle mit einer dor I^b*e(juenzen 
des gekoppelten Systems zusammenfâllt. Dais dieser Nenner: 

immer zwei positiv reelle NuUstellen, das System also zw(d r<Mii perio- 
dische Scbwingungen bat, siebt maii so: Im Fall -- 0 ist der Nenner 
für y-.= 0 und oo positiv und bat die zwei NullsteHen: 

7^=1 und 7 -== 7 r\ 


Nimmt zu, so bleibt der Wert des Nenners für 7 - 0 unveriindert, 

für 7 ^ > 0 nimmt er ab, wird aber wieder positiv l‘ür geuügeiid 



Fig. 126. 


grofses 7 , so dafs immer zwei positive 
NuUstellen bleiben (vgl. Fig. 126). Und 
zwar rückt die kleinere der Ixddeii Niül- 
steUen bestiindig in der Kichtimg des 
abnebmenden, die grofsere in der llicb- 


tung des wacbseiiden 7 -, folglicli wird 

scbliefslich für = oo die kleinere NuUstelle zu y =^(), die gi-ofsere 


zu y = CX). 


Wâchst also von 0 zu positiven Werten, so gelit die Griiudkurve 
(n — 0) der Fig. 125 in eine Kurve mit zwei ünendlichkeitsstellen iiber, 
von denen die eine nabe bei der schon vorber vorbandenen UnendUcb- 
keitsstelle y^=l begt, wâbrend die andere in der Niibe ( 1 er Stelle 
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y 2 ^ ^2 entsteht. An der Stelle selbst erliâlt aber ancb der 

Zabler in dem Ausdruck (19) eine Nullstelle, so dafs also die Ampli- 
tude |A| immer dann verscbwindet, wenn die Welle in Eesonanz mit 
der freien, unverânderten Kreiselscbwingung stebt. Im Falle 
batten sicb die Unendlichkeitsstelle und Nullstelle von \A\ bei y^ = 
gegenseitig zerstôrt. 

2. Fallunterscheidung ^ 1. Es sei die ans y = 1 ent- 

stehende ünendlicbkeitsstelle mit y^j die ans y=v entstehende mit y^ 
bezeicbnet; wir unterscbeiden nun die zv^ei Fâlle: 'y^> 1 (Fig. 125) und 
< 1 (Fig. 127), je nacbdem die Période der freien Kreiselscbwingung 
kürzer oder langer als die der freien Scbiffsscbwingung ist. Es sei 
bier vorlâuÊg bemerkt, dafs sicb diese ünterscbeidung aucb spâter bei 
der Diskussion der freien Scbwingungen als wesentlicb erweisen wird. 

Nacb der Bemerkung zur Fig. 126 ist im ersten Fall yi^ <1, 
y^ > Di® Amplitude wâcbst daber von ibrem Anfangswert | A\c 1 = 1 
für 7 ^ = 0 an und wird für den Wert y^— y^ unendlicb. Dieser ist um 
so kleiner, liegt also um so weiter von dem ursprünglicben Pol y^-=^\ 
ab, je grofser der Eigenimpuls des Kreisels ist. Von y = yi ab nimmt 
die Amplitude ab und wird zu 0 an der Stelle y = wo die Kuiwe 
in Fig. 125 die y -Axe berübrt. Die Amplitude wacbst wieder für 
grôfseres y und wird nocb einmal unendlicb an der Stelle y y^. 
Dabei ist yg um so grofser, je grofser ist. Für den Grenzfall n = oo 
würde (wie scbon bemerkt) der Pol y-^ nacb 0, der Pol y 2 nacb 00 
rücken, und es würde für jeden von 0 und 00 verscbiedenen Wert von 
y die Amplitude 0 werden. 

Nacb dem Yorbergebenden ergiebt sicb, dafs es, im Hinblick auf 
die erzwungenen Scbwingungen, gûnstig ist, den Kreisel so aufzubângen, 
dafs seine freie Pendelscbwingung môglicbst in Resonanz mit dem 
Wellenzuge stebt, d. b. v ^ y wird. In diesem Falle wâre die er- 
zwungene Scbwingung beim ScbijBf überbaupt verscbwunden. Für die 
Amplitude rmd Phase der erzwungenen Scbwingung des Kreisels ergâbe 
sicb dann ans (15) (pag. 807): 



d. b. die Amplitude der erzwungenen Kreiselscbwingung wâre um so 
kleiner, je grofser der Eigenimpuls des Kreisels gewâblt ist, in der 
Phase müfste die Scbwingùng um eine Viertel-Periode gegen die WeUe 
verzogert sein. In dieser Phase und Amplitude einmal angeregt, kann 
dann die Kreiselscbwingung immer gerade das entgegengesetzte Moment 
auf das Sebiff ausüben als die Welle, so dafs das Sebiff, abgeseben 
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Ton anderen tJmstânden, in Ruhe bleibt. Die Notwendigkeit. eines 
grofsen n folgt hier analytiscb daraus, dafs für kleiiies n die Ampli- 
tude der Kreiselschwingung selir grofs werden rnürste, iiiid damit die 
Zulâssigkeit unserer Ableitung, die ja nur kleine Ausscliliige voraussetzt^ 
fortfâüt. 

Da wir es aber ûberhaupt nicht mit einer liarmoiiischeii Welle 
zu tbun haben, sondern mit einer Übereinanderlagerung melirerer, uiid 
andererseits die freie Kreiselschwingung nie ungediiinpft ist^ so kann 

von einer genaiien Be- 
folgung dièses Prinzips 
gîir keine Itedci sein. 

Der /Aveite Fall^ 1 
(s. Fig. 127)j ist nur da- 
durcli vom ersten ver- 
scdiieden, dais di(‘ Ampli- 
tud(*, zimiudist fiir den 
Wert ^2 < V unendlicli 
y=o y=:i» y=i ^ wird, dann lury - 

Null; wie im erst(‘,u Fall. 

Von hier ab waehst sie mit waehsendem y und wird nocli einmal un- 
endlich für einen Wert > 1, nimnit dann sclilielslich wieder ab^ uni 
für y = oo Null zu werden. Dabei rückt jetzt mit waclisendeiu ir der 
Pol ^2 von der Stelle y = -y ans immer mebr nach O liin, der Pol y^ 
von 1 aus immer mebr nach oo. 

3. Polgerungen über die Wirkimg von n. Uni nun einen 
Mafsstab für die Grûnstigkeit der Koppelung mit déni Ivreisel zu ge- 
winnen, haben wir in Fig. 125 und 127 die Kurveii für endliches n 
mit der Grundkurve für = 0 zu vergleichen. Fragen wir zunüchst 
nach den Wellenlângen, für die die Amplitude üliorliaupt nicht ver- 
ândert wird, also = Aq ist. Auch hierbei setzen wir vorlüulig 
Jo = 0 voraus. 

Wir erhalten aufser den Stellen y = 0 und y ~ oo no ch W(dtere, 
die nach (18) und (19) durch die folgende Grleichung bestimint sind: 

2(y^— l)(y2_ ^2^ _ ^2^2^ 

Es giebt zwei positive Werte von y^j die diese Bedingung er- 
füUen, sie soUen y^ und y"^ heifsen. y' und y" sind als^r die Ab- 
scissen der Punkte, in denen die Kurve von beliebigem n dieyenige für 
n — O schneidet. Dann liegt y' ersichtlich zwischen 1 und y" 
zwischen v und y,. Wir entnehmen den Figuren: 
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Fiir aile Wellen, deren Frequem ^wischen y und y' Uegt, isf die 
Wirkung des Kreisels eine günstige, d. h. die Amplitude der ersioungenen 
Schwingungen wird durch ihn verringert. Fiir aile anderen Wéllen da- 
gegen ist die Wirkung eine ungünstige. 

Insbesondere ist klar: An der Stelle y^ = 1^ d. k. in der Nâhe der 
Resonanz mit der freien Sckiffsschwingung bei ausgescbaltetem Kreisel, 
ist die Wirkung immer eine günstige. Sicher ist aucb das ganze Gebiet 
zwischen ^^=1 und y^=v^ günstig beeinflufst^ da für y^=v^ nocb 
A^=0 ist. 

Demnacb seben wir aucb: Ist > 1, so enfhdlt das günstig beein- 
flufste Gébiet im Wesentlichen Wellenldngen mit ^^>1, ist ^^<1, so 
enthdlt es im Wesentlichen Wellenldngen mit < 1. Bezüglicb der 
Impulsstàrke folgt: Durch Vergrofserung von also des Eigen- 
impulseSy wird das Gébiet nach beiden Seiten hin erweitert, indem die 
Stellen y, y" den Folen y^, y^ nachfolgen, 

Nacb dem Vorbergebenden kônnen wir die günstige Wirkung des 
Kreisels auf die erzwungenen Schwingungen darin erblicken, dafs er, 
bei geeigneter Aufhdngung, die Freguenz der Eigenschwingungen des 
Schiffes moglichst von der Frequeïîz der Wéllen entfernt^ also schddliche 
Besonanziüirkungen ausschaltet. 

4. Abbângigkeit von der Bremsung k. Wir gehen nun dazu 
über, die bisber vernacblâssigte Dâmpfung k mit zu berücksicbtigen. 
Wir kônnen ibre Wirkung leicbt dadurcb diskutieren, dafs wir die 
bisber erbaltenen Piguren entsprecbend modifizieren. 

Bemerken wir zu dem Ende, dafs der vollstândige Ausdruck (17) 
des Amplitudenwerts^ wenn wir y = | Ajc setzen und den Nenner 
beraufmultipliziert denken, sicb folgendermafsen scbreiben lâfst: 

(18 c) f{y,?)-\-'k^9{y,7)==^ 0- 

Hier bedeutet f{y,y) = 0 eine der vorber gezeicbneten Kurven^ wie 
sie einem bestimmten Werte von n im Falle k = Q entsprachen. Für 
k = 00 andererseits haben wir g(jj, y) = diese Kurve mufs mit 
unserer ,,Grundkurve“ für n = 0 übereinstimmen, wie man leicbt nacb 
(17) bestâtigt^ da ja ein unendlicb stark gebremster Kreisel ebenso un- 
wirksam ist wie ein nicbt rotierender. Die Scbnittpunkte der beiden 
Kurven f==0 und ^ = 0 wurden soeben mit y', y" bezeicbnet; durcb 
sie mufs nacb (18 c) aucb die Kurve für ein beliebiges k bindurcbgeben. 

An diesen zwei Stellen y\ y\ die aber übrigens von dem Wert n^ 
und v"^ abbângen, bat also die Dâmpfung keinen Einflufs auf die Ampli- 
tude der erzwungenen Scbwingung. Für die anderen Werte von y’^ ist 
nur zu beacbten, dais sicb | als lineare Punktion von k^ mit wacbsen- 
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dem bestândig in gleichem Sinüe veriindert, uud fur keiuen endlichen 
positiyen Wert von W verschwindet oder unendlicli wird. Wir erhalten 
also das Kurvenbüscliel, das zn einem festen w" uud -tr uud variablem lâ 
gebôrt, wenn wir die entsprechende Kurve in Fig. 120, bezw. 127 
kontinuierlicb in die Grundkurve Ti=oo überführen (vgl. Fig. 128). 



der erm v 1 1 > igenen 

Schwingmg überall ahgeschwacht. War die Wirkim^' ohiie .Drinipfiing 
gûnstig^ so wird sie ungünstiger durcli die Drnnpfung, war sie 
dagegen ungûnstig, so wird sie günstiger. Deumacli k().nneii wir 
jetzt erst recht das Résultat formulieren : l)ie gilnstige WirLung des 
Kreiséls auf die ermungenen Schwingungen besield ntir dariu^ dafs vr 
die Frequem der freien SchiffseJuvingungen hei geelgneler Aiifhdngimg 
md geeignefer Impulsstarlce moglichst von der Frequent der Weïlen cnifernt. 

Wir finden darin den ersten Teil der am Ende des voi’igen Para- 
grapRen (pag. 808) aufgesteEten Behauptung bestiltigt, dais iiilmlieli 
fûr die erzwungeuen Schwingungen die Trâgheitsivlrlmngen des Kreisels 
der mafsgelende Fahtor sind^ wâhrend die Dampfung dic^ Wirkiiug hier 
nur abschwâcht. Voraussetzung fûr das reine Auftreten der er/Avangenen 
Schwingungen ist aber, wie wir iiochniaLs betonen^ da(s die freien 
Schwingungen durch die Bremse genûgend abgedîlmpft sind. 

B. Freie Schwingungen. 

1. Hauptschwingung und Nebenschwingung. Im Folgonden 
haben wir nach Schwingungsdauer und Dampfung der durch den Scbifïs- 
kreisel abgeânderten freien SchijQfsschwingungen zu frageii, d. h. die 
Wurzeln der Grl. (10), pag. 804: 

( 10 ) - 1 ) (^2 __ ^ 2 ) _ ^ 2^2 _ 0 

bei variablem v^j Te zu diskutieren. Wie schon im vorigeii Jkira- 
graphen (pag. 802) bemerkt, treten an SteUe der eiuen freien Schifïs- 



§ 5. Wirkung des Schiffskreisels. 


817 


schwingung durcli Koppelung mit dem Kreisel zwei auf. Die eine ist 
aus der eigentlichen Scliiffsschwingung entstanden (Hauptsctwingung)^ 
die andere ans der freien Pendelung des Kreiselrahmens und diircli die 
Koppelung mittels des Eigenimpulses auf das Schiff übertragen (Keben- 
scbwingung). 

Wir kônnten diese Gleicbung 4. Grades, deren konjugierte Wurzel- 
paare die Scbwingungen bestimmen, algebraiscb auflôsen. Fur die 
Diskussion w'âre damit aber wenig gewonnen, insbesondere w*âre aus 
der komplizierten Form der Lôsungen kaum zu seben, wie sich die 
beiden Scbwingungen aus der ursprünglicben Scbiffs- und Kreisel- 
scbwingung bei wacbsendem stetig ableiten. Wir benutzen daber 
besser ,,Kontinuitâtsmetboden^^. 

Für den dâmpfungsfreien Fall h = K 0 baben wir bereits in 
dem Abscbnitt über die erzwungenen Scbwingungen, S. 812, an Fig. 126 
erkannt, dafs von den beiden Scbwingungen, Haupt- und Keben- 
scbwingung, die rascbere mit wacbsendem immer nocb weiter be- 
scbleunigt, die langsamere weiter verzôgert wird. Die Période der 
Scbiffsscbwingung wird also in diesem Falle verlângert, wenn die Période 
der Kjreiselscbwingung kürzer war, verkürzt, wenn sie langer war, als 
die der Scbiffsscbwingung. Dem entspracb die Bewegung der Pôle in 
den Resonanzkurven, Fig. 125 bezw. 127. Scbliefslicb wurde für un- 
endlicb grofses die Période der einen Scbwingung 0, die der 
anderen oo. 

Berücksicbtigen wir die Dâmpfung, so müssen wir die Wurzeln, 
statt wie in Fig. 126 âls Punkte der reellen Axe, als Punkte einer 
komplexen Ebene x -f iy darstellen. Der reelle Teil x bezeicbnet dann die 
Frequenz, der imaginâre iy die Dâmpfung, so dafs 2%ylx das logaritb- 
miscbe Dekrement bedeutet, Solange die Scbwingung nicbt aperiodiscb 
gedâmpft ist. Wir kônnen dann natürlicb nicbt mebr die einfacbe 
Scblufsweise wie bei Fig. 126 über den Verlauf der Wurzeln anwenden. 

Dafs jetzt keine der Wurzeln von (10), wie im dâmpfungsfreien 
Fall, rein reell sein kann (aucb wenn JT == 0 ist, ausgenommen für 
^ 0 oder = oo), wird sich in der folgenden Diskussion ergeben. 
Beide Scbwingungen sind also gedâmpft. Docb sind rein imaginâre 
Wurzeln, also aperiodiscb gedâmpfte Scbwingungen, môglicb. Kegativ 
imaginâre Wurzeln dagegen, d. b. ein aperiodiscbes Anwacbsen des 
Ausscblags von Scbiff, bezw. Kreisel, scbliefst die Form der Gl. (10) 
aus, da eine negativ imaginâre Wurzel die linke Seite von (10) zu 
einer Summe von lauter positiven Gliedern macben würde. Dafs aucb 
keine Wurzeln mit negativ imaginârem Teil, also anwacbsende Scbwin- 
gungen, existieren, werden wir gelegentlicb der nâberen Diskussion 
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(vgl. pag. 824) noeh. zeigeii, es lâfst sich übrigens ohne Beweis vorlier- 
seben, da solche Losungen .mit der immer negativen DissipationsfiinktioH 
im Energieprinzip, pag, 801, nicht vertrilglich wareii. 

üm die beiden Schwingungen in den Wurzelu zu iinterscheiden, 
soU im Folgenden das zur HaupiscJnvingimg geliôrige Paar iiniuer mit 
§^^ 2 , das zur Nébenschwingung gebôrige mit bezeichnet sein. Pur 
n^=0 ist dann 

^2 ~ i ^5 


ik , -i/ 2 

^ 4- 


VvV 

Die 4 Wurzeln bescbreiben bei variablem Bewegungskurven in 
der komplexen Ebene, die wir zu untersucben liaben. Solange die 
Schwingungen periodisch sind, werden die Kurven für und bezw. 

und 7 ]^ symmetrisch zur imaginaren Axe‘^‘); bei aperiodiscliem Ver- 
halten fallen die .Kurven in die imaginare Axe ziisannnen. 

2. Nâherung für kleinen und grofsen .ïinpuLs. Wir suchen 
zunâchst, wie sich die Wurzeln von (10) verandern, wenu ir von 0 zu 
einem kleinen positiven Wert übergeht, wobei der grülseren Übersicht- 
lichkeit halber wieder K — 0 angenommen werdcm soll. Wir bemerken 
aber gleich, dafs die folgende Méthode sich ebenso ini Pall K > 0 an- 
wenden lâfst und die Resultate dann nur unwesentlicli geündert werden. 

Die Gri. (10) kann als Gleichung für das Paar geschricben 
werden: 

Wir suchen die Wurzel die aus der Wurzel Çj == + 1 eutsteht, 
setzen demnach auf der rechten Seite als erste Nâherung Ç + 1^ 
und erhalten daraus die zweite Nâherune^: 




1 + ^ 




n-k 


{i-vy+k* + 2 


Die Quadratwurzel ist naeh entwickelt und uur das erste Glied be- 
rücksieMigt. Ebenso wird: 


^2 ~ ' 

Daraus folgt: 


1 - 


(1 — 




_|_ /-2 “(** 2 (1 . 


nVc 


) Ein Wurzelpaar von der Form a-|-46, — soll „konjugiert reell“, 
in Analogie zur Bezeichnung „konjugiert imaginâr“ heiisen. 
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War die Schiffsseliwingung ungedàmpft, so wird sie iei tvachsendem 
geddmpft 

Die Fregiiem der Hauptscluvingung nimmt ab oder m, je nachdem 
die Frequenz der Kreiselschwingung grofser oder Meiner (v^ ^ 1), als die 
der Schiffsschtvingung ivar. 

Wir bestâtigen auch wieder, dafs die Wirkung des Kreisels ver- 
scbwindet, wenn die Dâmpfang Iz unendlicb wird. Andrerseits ver- 

sckwindet der Dâmpfungszuwachs ^ natürlicb auch, wenn 

Je = 0 ist. Zwischen == 0 und Je = oo mufs er also ein Maximum 
haben; die Dijfferentiation des genannten D’âmpfungszuwachses ergiebt, 
dafs dieses fûr den folgenden Wert von Je eintritt: 

Wâhrend die Hauptschwingung an Dâmpfung zunimmt, nimmt 
die Dâmpfung der Nebenschwingung von ihrem ursprûnglichen Wert 
aus (vgl. pag. 818) ab, da die Summe der Dâmpfungen, d. b. die Summe 
der 4 Wurzeln oder der Koeffizient von — i^'^ in (10) konstant bleibt. 
Der Schlufs ist natürlicb entsprechend zu modifizieren für den in der 
Praxis meist vorkommenden Fall aperiodisch gedâmpfter Neben- 
scbwingung. 

Fragen wir endlicb noeb, wie die Période der Kreiselpendelung, 
also zu wâblen sei, damit die Dâmpfung der Hauptschwingung bei 
festem Je môglicbst rascb mit zunimmt. Offenbar wird, ausgenommen 
den Fall = 0: 27 

Trie 

(1 

ein Maximum, wenn = 1 gewâhlt wird, also freie Kreiselpendelung 
und Scbiffsscbwingung in Resonanz standen (vgl. den Zusatz zu § 4, 
pag. 809). Solange die Neben- 
schwingung niebt in Betracbt ^ 
kommt, ist also, wenigstens bei 
binreiebend kleinen Werten von 
mit = 1 die günstigste Âuf- 
bângung des Kreisels gefunden. 

Kacb dem Vorbergehenden ^ 
bewegt sicb bei kleinem n die 
Wurzel Si von 1 aus (Fig. 129) 
in der Riebtung des waebsenden y 
und des waebsenden oder abnebmenden x, je nachdem ^ 1. Wir 
sueben nun noch das Ende unserer Bewegungskurven, d. b. das Verbalten 
der Wurzeln für den Grrenzwert des Eigenimpulaes = 00. 


k 



X = 1 X 

Fig. 129. 
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Für einen solcFen kann die Gl. (10) erfüllt soin durch eiu Wurzel- 
paar /î® = 0, wobei wir zanâchst offen lassen, ob dieses Wurzelpaar zu 
der Hauptschwingung t oder der Nebenscbwingung rj gebürt; als zweite 
Nâberang erhâlt maa dann: 

r 

Ein zweites mogliches Wurzelpaar ist = oo. Für die zweite Naherimg 
erhalt man hier: 

- ilcp - (1 + v" + n-) == 0, 

also: 




Wie im dâmpfungsfreien Pall liaben wir also fur uiieiullicli grolsen 
Eigenimpuls in erster Nâherung die freien Freqiienzen 0 iirul cxd. Die 
erste Schwingung ist ancli in zweiter Nâherung ungedilmpft, die zweite 
hat die Dâmpfungskonstante le 12 wie im Pâlie n == O. 

3. Verschiedene Moglichkeiten des V 1) e r g a n g e s 
Yon kleinem zu grofsem Impuls. Je nach den Verhii.ltnissen ist es 
nun erstens môglich, dafs die ursprüngliche Schifl^scliwinguiig bei 
waehsendem n schliefslieh in die drimpfungsfreic mit der Fr(H|iienz 0 
stetig übergeht. Dann würde die Dampfung für einen gewisseii Wert 
Yon n ein Maximum erreichen^ liber das man diircli Vergrürserung des 
Impulses nicht mehr hinauskommen kann (vgl. die Kurven im Qua- 
dranten I der Pig. 129; in dieser ist le koiistant zu denkciq n variiert 
auf der einzelnen Kuiwe von 0 bis oo^ v wecbselt von Kurve zu KurYe 
als Parameter der Schar). Es wâre aber auch mogliclq dais die Sebiffs- 
schwingung stetig in die unendlich rasche Scliwirigiing übergeht, die 
dann die Yolle Dampfung der Kreiselschwingung ülxirnommeii liiltte, 
wie in den KurYen des Quadranten II der Pig. 121). Eiidlicl) ist es noclx 
môglich, dafs Yon einem stetigen Übergang überliaupt ni dit melir ge- 
sprochen werden kann, wenn für einen gewissen Wert von n (d.wa die 
beiden Schwingungen in Dampfung und Schwingungsdaucr überein- 
stimmen und dabei ihre Polie teilweise vertausclien, wobei eine Kurve 
deijenigen Art entsteht, die in Fig. 129 die Quadranten trennt. Dieser 
Pall tiitt ein, wenn v — Ij also im Anfang die Frequenz der freien 
ungedâmpften Kreiselpendelmig mit der der SchijBE*sschwingung überein- 
stimmt, wâhrend die erste Môglichkeit durch v> die zweite durch 
< 1 realisiert wird, wie in der Figur angedeutet ist. 

In Pig. 129 stellen die Kurven des III. und IV. Quadranten die zur 
Nebenschwingung gehôrigen Wnrzelwerte dar, und zwar so, dais j(‘ die 
Kurven der Quadranten I und III bezw. Il und IV zu gleichem 
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gehôren. Da lo, "wie hervorgelioben, fûr aile Kurven der Figur das 
gleiche ist, begmnerL die Bewegungskurven der Nebenscbwinguiigeïi 
sâmtlicb fûr n = 0 in Punkten der borizontalen Geraden y == /c/2; und 
zwar an Stellen; die von v abbangen; nur bei kleinem wenn die ur- 
sprünglicbe Kreiselpendelung aperiodiscb war, setzt die Kurve auf der 
imaginaren Axe ein. Wegen der Bedentnng von v im aperiodiscben 
Falle, wo wir nicbt mebr voin Verbaltnis der Scbwino-unffszablen 
scblecbtweg sprechen kônnen, vgL die Anm. zu pag. 804. 

Da gerade von diesen verscbiedenen Môglicbkeiten des Überganges, 
wie leicbt ersicbtlicb, der Grad der für die Scbiffsscbwingung eiTeicb- 
baren Dâmpfung abbângt; und damit die Günstigkeit der ganzen An- 
ordnung; so woUen wir sie im Folgenden nâber untersucbeu; wobei wir 
den geiiauen Beweis für die vorangestellten Bebauptungen nacbtragen 
werden. Bezüglicb der zu wâhlenden Impulsstârke kônnen wir ein 
Résultat scbon jetzt feststeüen: Haben wir einen Verlauf der Wurzeln 
wie im I. Quadranten^ so erreicbt die Dâmpfung der Scbiffsscbwingung 
für einen gewissen Wert von ein Maximum, und es wird daber 
binsicbtlicb der Dâmpfung scbâdlicb, den Impuls über diesen Wert 
binaus zu vergrofsern. Haben wir dagegen eine Kurve im IL Qua- 
dranten, so kann die- Scbiffsscbwingung bei genügend gesteigerter 
Impulsstârke die voile Dâmpfung Iz der Kreiselpendelung übernebmen, 
und es ist daber zu erwarten, dafs die Dâmpfung bier anfangs 
viel rascber mit wacbsendem anwâcbst als im ersten FaU. Für 

grofseres aber wird, wie ein Blick auf Fig. 129 zeigt, die Dâmpfung 
nur nocb langsam wacbsen; dagegen ist es bier unerwünscbt, dafs 
die Frequenz der Scbiffsscbwingung ebenfalls bestândig zunimmt. Somit 
wird es aucb bier eine obéré Grenze für den Impuls geben, über die 
binaus eine weitere Steigerung binsicbtlicb der Dâmpfung zwecklos, 
binsicbtlicb der Frequenz scbâdlicb wird. Dafs aber günstige mittlere 
Werte besteben, bestâtigt die numeriscbe Berecbnung in Übereinstim- 
mung mit der Erfabrung. 

4. Quantitative Bestimmung der Wurzeln bei beliebigem 
Impuls. Differentialgesetz fûr die Wurzelbewegung. Wir 
untersucben nun diese Verbâltnisse durcb Weiterfübrung der für = 0 
und = (x> verwandten Nâberungsmetbode. 

Die Gl. (10) lautet ausgescbrieben: 

_ (1 + ^ hK+n^) + i + Æ) /3 + = 0. 

Ans den Koeffizienten dieser Gleicbung folgen für die Wurzeln 
folgende Beziebungeii, denen wir gleicb eine geeignete Form geben: 
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( 20 ) 


(?i + ^2) + (^1 + 

êl?2 + %% + (5l + S2) (’îl + %) = - (1 + ^' + + «') 

• (Vl + ^2) + ’?l’Î2 ■ (Si + S2) = — 

Ü1S2 • %% = «'• 


Mit Rücksicht auf die Realitâtsverhaltnisse setzen wir für Produkt 


und Summe: 
( 21 ) 


SiS2 = -i>; = 

Si + S2 = + *«; iji + % = + »<?• 


Hier bedeutet s hezw. s den Dampfungsfaktor, Yp bezw. j/« die 
augenblickliche „dâmpfuiigsfreie“ Frequenz der beiden Schwingungen, 
d. b. diejenige Frequenz, die für s = 0 bezw. 0 — 0 vorhandeu ware. 

Aus den obigen Gleicbungen folgt dann durch Différentiation 
nach da w® nur im Koeffizienten von vorkommt (die Stricte 
bezeiclmen die Différentiation nach n^): 


s' + 0 ' =0 

0s'+s0' + p'+n =1 

its' + p(f 0p' + s% = 0 

%p' pu' = 0 . 


Endlich liefert die Auflôsung dieser linearen Gleicbungen für die 
Differentialquotienten, wenn A die Déterminante des Systems bezeiebnet, 
folgende Formeln: 

/ A • s' = — jpff + 3ts 


( 22 ) 


Dabei ist 
(23) 


A • (?'== + — :7rv9 

A . p' -- 'p) 

A • 7t{^p — 7c) 


1 



10 0 
s 1 1 

P 6 s 

0 7C P 


= — (P + (5 — é) {p6 — Tts). 


oder, wenn wir aus (21) einsetzen: 


^ — (Si S2 — •>ji'^2)^ + [(Si + S2) — ivi + '»Î2)] [Si S2 (Vï + %') — Vl Vs (Si + S2)] 
= - (Si - Vl) (Si - %) (S2 -Vl) (S2 - %). 


Die Déterminante verschwindet also nur dann, wenn eine Wurzel 
des Paares mit einer des Paares ri^ zusammenfallt. Solange 
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dieser Fall niclit eintritt, beliâlt sie ihr ursprüngliclies Yorzeichen bei 
Abânderung you standig bei. Nur in jenem Ausnabmefall kann die 
Ânderung der Grrôfsen p, 6 mit unstetig werden, andernfalls 
findet ibre Ânderung mit stetigem Fortschreitungssinne statt. 

Die Formeln (22) gestatten nun, mit Rücksicbt auf diese Be- 
merkung, die Bewegungskurven der Wurzeln bei variablem zu dis- 
kutieren. Für ibre wirklicbe Berecbnung werden wir von 0 ans- 
gebend, um kleine Werte wacbsen lassen und die Ânderungen 

von p^ 7C, s, 6 für diese Intervalle als linear betracbten, nacb dem Bei- 
spiel der „mecbaniscben Quadratur^^. Man erbâlt in dieser Art jedenfalls 
in viel rascberer und übersicbtlicberer Weise die Wurzeln für eine kon- 
tinuierlicbe Reibe von Werten des Impulses als durcb direkte^ 
numeriscbe Losung der Gleicbung vierten Grades. 

Die Gleicbungen (22) liefern zunâcbst nur die reellen Grôfsen 
p^ tjt, s, 6. Man gebt von ibnen aus zu den Wurzeln selbst über durcb 
Auf losung der quadratiscben Gleicbungen für diese Paare: 


g- — is^ — P ^0 

7]^ — iôTj — ITT = 0 , 


also 

Si) ^2 = + * ■f'+l/— ^ +i> 

(24) 


.6 ~\ / , 

% J '>Î2 = + * '2 — r ~ Tj 


Für den Ausgangswert = 0 baben die Grôfsen (21) die Werte: 
(25) s ^ K’ 6 = Te y 

so dafs wegen der Kleinbeit von K annabemd wird: 

(25 a) A = --(l-^7-7c^. 

Hier sind p und % positiv und bleiben aucb bei waebsendem 
positiv, da nacb (20) und (21) ibr Produkt den unveranderlicben Wert 
bat. Die Déterminante A ist nacb (25 a) für = 0 sieber negativ^ 
bleibt also negativ, Solange niebt eine Wurzel des Paares Ç mit einer 
des Paares ri zusammenfâllt. Wir werden zunâcbst^ wie in Fig. 129, 
annehmen, dafs die Koppelung niebt ausreicbt, um die Scbiffsscbwingung 
aperiodiscb zu macben. Dann ist mindestens eines der Wurzelpaare ein 
konjugiertes Paar, und ein ZusammenfaUen kann daber nur eintreten, 
wenn die beiden Paare voUstândig zusammenfallen, also p =^%y s == 6 
ist. Tritt dieser FaU niebt ein, so bleibt die Déterminante A immer 
negativ. 
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Wie wir endKch noch bemerken, lafst sicti aus den Gleiclmngeii (22) 
leicbt zeigen, dafs die Grofsen s nud 6 nie negativ werden^ die beiden 
Scliwiiiguïigen also nicbt zeitlicb anwaclisen koiineiij und dalier die 
Méthode der kleinen Schwingungen wirklicli anwendbar bleibt. Denn 
■es ist fûr keinen endlichen Wert von môglich, dais p oder jt zu 0 
bezw. oo werden, da die Gleichnng (10) nar fûr unendlich grolses n" 
verschwindende oder unendlich grofse Wurzeln habeii kaim. ,9 und a 
waren nun für kleines positiv, dann folgt aber aus den Gleichungen (22) 
wegen des negativen Wertes von A, dais s sowohl als 6 immer an- 
wachsen würden, wenn sie einmal sehr klein geworden wâren. Daher 
ist es fûi' keinen endlichen positiven Wert von mogiich, dafs eine 
der Grofsen s oder ô verschwindet und weiterhin negativ wird. Bei 
diesem Beweise ist stillschweigend vorausgesetzt^ dafs A nicht ver- 
schwindet; dieser Ausnahmefall, von dem bereits soeben die Rede war, 
tritt für \ ein und wird in Nr. 6 besonders beliaudelt. 

5. Allgemeiner Verlauf der Wurzelbewegung bei ^ 1. 
Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen ist der Verlauf der Kurven 
(Fig. 129) leicht zu diskutieren. Dabei ist zu beacliteU; dafs in dieser 
und den folgenden Figuren die Abscisse x nicht die Grofse jr) bezw. % 

selbst vorsteUt, sondern die Frequenzen ~~ (0 ^ bezw. ^ — , 

die aber ahnlichen Verlauf wie p bezw. it selbst haben.'^') Die Glei- 
chungen (22) legen es nahe, zu unterscheiden, ob zu Aiifang — p ^ 0 
war, d. i. nach (25): 

Sei zunachst 

also die Kreiselpendelung rascher als die ursprüngliclie Schilfsschwingung. 

Aus den Formeln (22) folgt dann^ dafs, Solange A negativ ist, p 
negativ, positiv wird, p nimmt also von dem Wert 1 aus ab, 
ic von dem Anfangswerte v^'^1 aus zu, so dafs nicht jr) jr werden 
kann. Also kann die Déterminante A nicht verschwinden und dalun* 
nimmt p bestandig weiter ab, uc bestandig zu. Dann mufs scldiefslich 
(nach Fig. 129) für grofses die Hauptschwingung in die ungedampfte 
Schwingung mit der Frequenz 0, die Nebenschwingung in die gedanipfte 
mit der Frequenz oo ûbergehen. Der Fall > 1 entspricht also, wie 

) Entsprechend dem in der Praxis vorliegenden Pall ist iu den Figuren 130 
and 131 die freie Kreiselpendelung als aperiodiacb gedilmpit angenommen, die 
beiden Wurzeln liegen dann bei kleinem n- auf der imaginaren Axe. Nur in 
Pig. 129 sind der grôfseren Deutlicbkeit halber auch periodische Fillle der Neben- 
schwingung gezeichnet. 
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früiier bereits obne Beweis angegeben, der ersten der auf S. 820 nnter 
Nr. 3 besprocbenen Moglichkeiten, die zugebôrigen Kurven liegen im 
I. Tind III. Quadranten. Die Dàmpfung der HauptscJiwingung mu/i für 
einen Wert von ein Maximum erreichen^ dann wieder dbnehmen. Die 
Formeln (22) bestâtigen dieses Verbalten, denn in der Gleichung für s 
überwiegt für genügend grofses das Glied mit dem bestândig an- 
wacbsenden Faktor so dafs, wegen des negativen Wertes Yon A, 
scbliefslicb s wieder negativ werden mufs. Die Dâmpfang <5 der Neben- 
scbwingung, die durcb Punkte im IIL Quadranten dargestellt ist, er- 
reicbt damit gleicbzeitig einen Minimalwert und wacbst dann wieder 
zu ilirem ursprünglicben Wert 6 le an. 

Im FaU ^,2 ^ -, 

d. h. wenn die Kreiselpendelung langsamer war als die Schiffsschwingung, 
folgt ans (22), analog dem FaU v’^ > 1, dafs jp bestândig Yom Wert 1 ab 
weiter zunimmt, dagegen von z;- < 1 beginnend, bestândig abnimint. 
Daber gebt jetzt (nacli Fig. 129) für grofses die Hauptschwingung in 
die Scbwingung mit unendlich grofser Frequenz über, die aber jetzt die 
voUe Dàmpfung h übernommen bat, die Nebenscbwingung nâbert sicb 
der dâmpfungsfreien mit der Frequenz 0. Wie oben sebon bebauptet, 
entspricbt also der FaU < 1 der zweiten der auf pag. 820 genannten 
Môglicbkeiten, und es gelten bei dieser Anordnung die dort gemacbten 
Bemerkungen. Die Formeln (22) bestâtigen, dafs in dem Ausdruck für 
s' jetzt immer das Glied mit der bestândig anwaebsenden Grôfse p 
überwiegt, also s immer zunimmt. 

Tbatsâcblicb kommt natürlicb nur ein kleiner Teil der so be- 
sebriebenen Kurven in Betraebt, da ja die Grôfse von sebon durcb 
tecbnisebe Scbwieriffkeiten be^renzt ist. JedenfaUs aber wird nacb der 
obigen Diskussion eine grôfsere Dàmpfung der Hauptschwingung zu 
erreieben sein, wenn die Konstruktion des Kreisels so gewâblt wird, dafs 
er obne Rotation langsamer scbwingt als das Sebiff. AUerdings wird 
dann zugleicb die „dâmpfungsfreie" Frequenz der Hauptschwingung {p) 
erbôht, was scbliefslicb aucb zu einer unerwünscbten Erbôbung der 

wirklicben Frequenz rr = "|/^ — ^ fübren muB, wâbrend für mittlere 
Werte von n die wirkUebe Frequenz wegen der waebsenden Dàmpfung 
doeb abnebmen kann. Andererseits ist es vorteilbaft, dafs die in 
der Praxis immer aperiodiseb zu wâblende Nebenscbwingung für 
grôfsere Werte des Impulses aperiodiseb bleibt, wâbrend im FaU 
die Nebenscbwingung viel früber periodiscb wird. Erst für grofses 
wird die Nebenscbwingung aucb im FaU v^dl periodiscb, aber von 
sebr langer Période. Die numerischen Recbnungen bestâtigen die obigen 

Klein-Sommerfeld, Klreiselbeweguiig. 53 
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ScUufsfolgeruDgen; die es als günstig erscheinen lassen^ den Kreisel 
mbglichst langsam, jedenfaïls nicht scimeller als das Schf/^ pendcln 
m lassen. Doch mufs er immerhin nocli ein genügendes Schweremoment 
besitzen, iim trotz der Reibung nach Aufboren von Roilbeweguugen 
selbsttâtig in die vertikale Gleicbgewichtslage znrückzukehren. 

6. Spezielle Bebandlung des Falles = Wir liabeii endlicb 
nock den Resonanzfall, zn behandeln^ in déni zn Anfang sicher 

p:^ 7 t ist. Ans den Gleicbungen (22) folgt dann aber, dais ziinaclist 
danernd bei wacbsendem 
(26 a) jP = == 1 

bleibt. 

Denn A kann nicht verschwinden, Solange nicht die beideii Wurzel- 
paare vollstândig identisch sind, also anch s = <? geworden ist. Die 
Gleichnngen (22) vereinfachen sich mit -p = tp = 1 zu: 



Daraus folgt, dafs s zunimmt, ô abnimmt, bis ,s‘ = a geworden ist. 
Durch Subtraktion dieser Gleichnngen folgt: 

d{s — 6) — 2 

d (n^) s — 6^ 

also 

(s — (?)2 == — 4^2 _j. eonst., 

wo const. ans dem Falle n = 0 sich nach (25) zu A:* ergiebt, wenn 
X = 0 angenommen wird. 

Es ist also 

S — 0 = 

Femer nach Gleichung (10); 


Also: 
(26 b) 


5 -j- ^ == 7c . 


Hiernach ergiebt sich s = ^ für den Wert =-■ , fur den also 
wegen (26 a) die beiden Wnrzelpaare identisch werdeu. 

Die Gleichnng vierten Grades (10) ist im FaUe 1 dnrch blofse 
Qnadratwnrzelu lôsbar. 


^ *) Die pag. 808 zitierte Behandlnng des Problems von A. Pdppl beschrilnkt 

sicb anf diesen matbematiscb etwas leicbter znganglichen Sonderfall 
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Ihre vollstandige Losnng lautet nach dem Schéma (24), pag. 823, 
wegen (26 a) iind (26 b): 


(27) 


= i (^ - - 4 ± ]/l - ^ (â: - yjc^ -4n^^ 

ViÆ = i (* + + j/l - 5^ (fc + yic^-4n^)\ 


Bei weiterer Vergrofserung von würden unsere Werte s und 6 
selbst imaginai* werden. Es werden dann zwei andere Paare der Wurzeln 
zu konjugierten Paaren, und diese gehen scbliefslich wie in den Fâlleh 
^ 1, in die Grrenzwerte 0 und oo ûber, wie aucb ans den obigen 
Gleicbungen (27) zn erseben ist. Von einem stetigen Übergang der 
Schiffsschwingung oder Kreiselscbwingung in eine der scbliefslich er- 
reicbten Scbwingungen kann dann aber nicbt mebr gesprochen werden. 

Nach dem Vorbergehenden teilt die Knrve fûr den Fall = 1 
die Zeicbenebene in 4 Quadranten, in die sicb die beiden Knrven- 
systeme fur die Werte wie in Fig. 129, einznordnen baben, 

nnd zwar obne dafs sicb dabei zwei Knrven schneiden. Denn da die 
linke Seite der GL (10) die Parameter und linear entbâlt, so sind 
dnrcb Vorgabe eines Wurzelpaares diese Parameter eindeutig bestimmt, 
so dafs im allgemeinen nur eine Knrve dnrcb einen Pnnkt der Ebene 
hindnrcbgehen kann. 

Damit dürfte ein allgemeiner Überblick gewonnen sein über das 
Verbalten der Wurzeln fur verânderlicbes n^. Der zuletzt bebandelte 
Fall = 1 batte sicb früher (pag. 819) als die Anordnung ergeben, 
dnrcb die, wenigstens bei kleinem Impuls, die stârkste Dâmpfnng der 
Hanptscbwingung dnrcb eine vorgegebene Kreiselstârke erreicbt wird. 
Aucb bei grôfseren Impnlswerten bleibt = 1 in der Hinsicbt die 
gûnstigste Form. Denn bezeicbnen die Stricbe jetzt die Différentiation 
nacb bei festgebaltenem und k (nicbt wie vorber nacb bei 
festgebaltenem und /c), so folgt ans den Gleicbungen (20) und (21): 

s' + 0' = O 

+ + 6p + S7C = 0 

ütp +p7t 

6S' + Sô' + P 7t = 1. 

Pür den Resonanzfall, in dem nacb (26 a) ^=5r=l, wenigstens 
Solange n^<Æ^/4, folgt bieraus: 

5 '+^'== 0 , 

also: 5 ' = 0: (?' = 0. 
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Bei vorgegebenem liaben demnach beide Dampfungeii im Re- 
sonanzfaH ein Extreiniim, nâmlicli, wie sich in bekaniiter Weise zeigen 
lâfst und schon bei kleinem gefunden wurde, ein Maximum bei der 
Hanptscbwingungj was erwilnscbit ist^ ein Miniiiuim bei dm ISfebem 
scbwingung, was nnerwünscbt ist, umso unerwünscliter, als im vor- 
liegenden Resonanzfalle aucb die Amplitude der Nebenscliwingung ver- 
bâltnismâfsig grofs werden mufs. 

Eiime es nur auf die Dàmpfmg der Hauptsckivingun^ an, so wike 
also die Wahl die günstigste Anordnung. ' Zu beacliten ist aber 

dann, dafs die Nebenscbwingung entsprechend rascli an Diimpfung 
Yerliert und wegen ibrer verbâltnismâfsig starken Amplitude aucb merk- 
bar werden kann, wâbrend fûr kleinere Werte von tr die Nebeu- 
scbwingung wegen ibrer geringen Frequenz noeb viel langer aperiodiseb 
oder langsam periodiscb bleibtund siclier niebt storend in Betracht kommt. 

7. Môglicbkeit aperiodischen Abklingens der Haupt- 
scbwingung. Wir baben uns bisber auf den Fall bescbrîlnktj dais 



die ScbijSscliwingung niclit aperiodiseb 
gedâmpft wird, Wie aber unsere 
fblgenden numeriseben Recbnungen 
zeigen werden ^ ist imter den in der 
Praxis vorkommen den V erbültnissen 
diese Beschrankung dur(diauR niebt 
notwendig, wenigstens nicht bei der 
Anordnung < 1. 

Bas Kurvenbild, das sieb dann 
im Gregensatz zu Fig. 129 ergiebt, ist 
in Fig. 130 dargestellt. k ist wie in 
Fig. 129 konstant^ aber grolser zu 
denken wie dort. Auf der einzelnen 
Kurve variiort n, vo.n Kurve zu Kurve v. 
Bei niebt zu grolsem v (vgl. 1 bis IV 
in der Figur) steigen die Kxirven von 


œ =» 0,5 1 se 

Pig. 130. 

Auf Kurve I ïï lE lY Y VI 
ist = 0 0,25 1 1,5 4 20 


ibrem gemeinsamen Ausgangspunkte 
auf der x-Axe m, bis sic die ÿ-Axe 
erreieben. Die Hauptscbwingung ist 


(iV) ï= Nebenschwingung. 

Die Ziffern laezeiclmen die Werte von Die 
Punkte sind nach der Metliode von Xr. 4 für 
Z;=7 berechnet. 


dann aperiodiseb geworden. Sind 
beide Sebwingungen aperiodiseb, also 


die vier Wurzeln von (10) rein 


imaginar, so kann von einer Untersebeidung der Haupt- und Neben- 


scbwingung niebt mebr gesproeben werden, da die Trennung der 
Wurzeln in zwei Paare wegfâUt. Fûr sebr grofses dagegen müssen 
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die Schwingungen wieder periodiscli werden, da für = oo immer 
nur die zwei periodisclien Schwingungen mit der Frequenz 0 und (x> 
bleiben. Dabei gebt die Dâmpfang der rascben Scbwingung Bicbt 
ûber den Wert h hiriauSj die der langsameren Sdawingung nacb Null. 
Dementsprecbend seben wir in Fig. 130 z. B. ans der Knrve III bei 
zunebmendem n einen oberen und einen in der Nabe des NuUpunktes 
gelegenen unteren Ast sicb entwickeln^ die beide durcb Teile der 
imaginâren y -Axe mit dem ursprünglicben Kurvenaste III verbunden zu 
denken sind. 

Dafs die Aperiodizitât nur für mittlere Werte von eintritty 
stimmt mit unseren früberen Bemerkungen überein, dafs es immer eine 
obéré Grenze des Impulses giebt, über die binaus ibn zu vergrôfsern 
zwecklos, teilweise sogar scbâdlicb ist. Das Aperiodizitâtsgebiet erlaubt 
uns, die Grenzen einigermafsen quantitativ zu diskutieren, in denen die 
Impulsstarke womôglicb zu halten ist. 

8. Günstige Grenzen für Impulsstarke und Bremsstarke. 
Wâbrend in Fig. 129 und 130 h konstant, n und v variabel war, ist 
in Fig. 131 v konstant; n variiert auf der einzelnen Kurve, k von 
Kurve zu Kurve. Und zwar baben wir 1 gewâblt, in welcbem 
FaU sicb die Kurven am leicbtesten numeriscb berecbnen lassen. Die 


den Marken beigefügten Zablen bedeuten die Werte von die Be- 
recbnung der Punkte ist nacb den Formeln der Nr. 6 ausgefübrt. Dafs 
die Kurven bier, abn- 

licb wie die Kurve für J ^ tt^ 

v^=l in Fig. 129, eine If ^,^ 4 , 

Ricbtungsunstetigkeit '| g ' y = ^ 

baben, wennHaupt- und y = ^ 

Nebenscbwingungenzu- 1 

sammenfallen, ist un- 2/^ 

wesentlicb. Im Allge- X A 
meinen das gleicbe Bild \i/z 

würde sicb für einen \\\\\ \ / \ 

anderen Wert von 5I 

ergeben, nur würden \ 


unserer Figur stetig Pig.131. 

bleiben, wie die Kurven 

für 4= I Fig. 129. Ebenso ist es unwesentlicb, und nur 
durcb die spezieUe Wabl = 1 bedingt, dafs die Wurzeln sicb 
anfânglicb für aile Werte von k auf demselben Kreise bewegen 
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(weil hier das Produkt der zwei konjugiert reeUeu VVurzeln 

^ 1^2 = (^ + iy) (— ^ + * 2 /) = — 1 

Die Kurve I der Fig. 131 gieht den Verlauf der Wurzelu für den 
kleinen Wert 7c = 2. Hier geht für = 0 die zur Nebensehwinguiig 
gehorige Wurzel ri Ton dem Werte + i ans, sic stelit auf der Greiize 
zwisehen Periodizitât und Aperiodizitat und bewegt sicb mit wacbsen- 
dem auf dem Kreise + if = 1- Die zur Hauptscbwingung ge- 
hôrige, t, geht Tom Punkte ± 1 aus (in der Figur ist nur di(> Wurzel 
mit positiT reeUem Teil gezeichnet) und bewegt sich auf dem iiümliehen 
Kreise nach aufwârts. Naeh den Gleichungen (26), S. 826 lallen die 
beiden Wurzelpaare zusammen, wenn 


geworden ist. Für grôfseres wird s und a iniagiiiar; dann ist 
aus den Gleicbungen (27) ersicbtlich, dais keine der 4 Wurzelu 
(ausgenommen die Grenze w =- oo) rein iniaginiir sein kîuin, die 
Schwingungen also nicht aperiodiscb sein koimen. Das (Jl(5i(die gilt 
nocb für die Kurve II, /c = 3, nur ist Mer aniaiigs die Nebeiiscliwin- 
gung aperiodiscb, sie wird aber periodiscb für n- 2. Für ur = 2,25 
faUen die beiden Paare zusatnmen und bleiben dariii beide jn^riodisch. 

Für die Kurve III ist /c == 4 gewablt. Hier wilcbst di(‘ DünipiVing 
s bis zu 2 an, und die Hauptscbwingung erreicht dainit gerad(‘. die 
Girenze zwiscben Periodizitât und Aperiodizitat mit dem Wert = 4. 
Für denselben Wert aber fallen hier Haupt- und Nebens(diwingung zu- 
sammen und werden dann mit wachsendem wieder ]>eriodiscb, so 
dafs sicb die Frequenzen scbliefslicb den Werten 0 und oo niihern. 

Wir fassen zusammen: 

Für kleine Werte der Dampfung fc, in unserem Falle == 1 iilr Z: < 4, 
ist es nicbt môglicb, den Impuls so zu wâhlen, dais aucdi die Haiipt- 
scbwingung aperiodiscb wird. Für aile Werte h > 4 dagegen durcblauft 
die Wurzel ^ den ganzen Kreisquadranten, und die Scbwiugung wird 
aperiodiscb, ebe di e Pa are zusammengefallen sind, und zwar na(di (27), 
wenn 16 (Z; — yW — = 0 wird. Dem entspricbt der positive 

Wert ^^ = 2Z; — 4. Für aUe Impulsstarken rr > Z:^^ aber werden 
beide Schwingungen wieder periodiscb, und es ist daber sicher zweck- 
los, den Impuls über diese Grenze zu steigern. 

Um aucb für die Punkte des Kreisquadranten die Ablningigkeit 
der Dampfung vom Impuls zu zeigen, baben. wix links von der 
imaginâren Acbse die Kurven 
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aufgetragen; also den imaginâren Teil voa g als Funktion von nnd 
zwar für verschiedene Werte der Dâmpfung k Die Ziffern an der 
horizontalen Axe bezeiclinen die Werte von Ans den Kurven ist 

zu ersehen^ dafs für genügend grofses le, im Fall = 1 für > 4, die 
Schîvingung immer aperiodiscli iverden leann, dafs aber die liierm er- 
forderliche Kreiselstàrhe um so grofser ausfàllf,je grofser die Dâmpfung h ist 

Einsclialtungsweise sei Mer bemerkt, dafs bei dem für die ^^Silvana^^ 
konstruierten Kreisel nnd den Grôfsenverbâltnissen dieses ScMffes 
niebt betrâcbtlicb über 20 gesteigert werden kann. Die Kurven zeigen, 
dafs dann h niebt grofser als 10 sein darf^ damit noeb Aperiodizitat 
der Hanptscbwingung mogHcb wird; dem entspracbe eine Bremsstarke 
w = 1000 mkgsec. 

Die im Vorbergebenden besebriebenen Verbaltnisse für î?- 1 

geben ein genügendes Bild aucb für die entsprecbenden Verbaltnisse bei 
anderen Werten*) von v^. Die Wirkung der Bremse, wie sie sicb im 
Vorbergebenden ergab^ lafst sicb daber folgendermafsen verallgemeinern: 

Der Dmnpfungsfaldor der Hauptschivingung , s, wacJist mit an, 
bei Meinem Je rascJi, aber je grofser le ist, desto langsamer (vgl. den 
linken Teil der Fig. 131), leann aber nie über den Wert le seïbst liinaus- 
gelien. Ist er in die Nàlie dieses Wertes geleommen, so waehst er nur 
noch langsam, um sich asxjmptotisch dem Grenmvert le zu ndliern (vgl. 
den recbten Teil der Fig. 131). Es leonnen also im Ganzen grbfsere 
Werte von s bei grofserem le erreicht werden, aber nur unter der Fbraus- 
setzung, dafs man den Impuls beliébig steigern leann. 

Wegen der tatsacblicben Grenze für die Impulsstârke wird aber für 
die Praxis gerade die Frage in Betracbt kommen, wie bei festem n^ 
die Grôfse le zu wablen sei, damit moglicbst günstige Wirkung erzielt 
wird. Nacb den vorbergebenden Überlegungen existiert immer ein 
solcber günstiger Bremswert. Nebmen wir nâmlicb einen grofsen Wert 
von le, so liegt der dem festen Wert entsprecbende Punkt auf dem 
anfânglicben steilen Anstieg der betreffenden Kurve (namlicb im Falle 
der Fig. 131 auf dem Kreisbogen), und zwar um so bober, je kleiner le 
ist; wablen wir dagegen einen kleiuen Wert le, so liegt er auf einem 

*) Da wir den Fall > 1 als ungiinstig ausgeschlossen kaben, bildet — 1 
die obéré, 2 ;^ = 0 die nntere Grenze für v. Im letzteren Falle la.ssen sicb analytiscb 
(dnreb Bildung der Diskriminante von Gl. (10)) die analogen Resultate ableiten. 
Z. B. ergiebt sicb hier als günstigste Bremsstarke bei gegebenem n statt (28) auf 
pag. 832 ungefàbr 

(28') ;c2 = 3(2i2 + 1) 

Dureb diese Festsetzung kann Aperiodizitat der Hauptscbwingung erreicht werden, 
wenn gewàblt ist. 
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der ansctliefsenden Kurvenâste mit ntiimehr geringem Anstieg (nâm- 
lich im Falle der Fig. 131 auf einem der vom Kreise nach rechts ab- 
zweigenden Bôgen), also (vgl. Fig. 131) um so iiôher, je groBer /c ist. 
Wir werden die günstigste Wirkung erhalten, wenn wir h ao bestimmen, 
dafs der Punkt gerade auf dem Übergangsbogen zwischen beiden 
Gebieten der betr. Eurre liegt. Für den speziellen Fall imserer Fig. 131 
(®®== 1) zieht sich dieser Übergangsbogen in den Verzweigungspunkt 
mit dem Parameterwert = üîY 4 zusammen. Wir erhalten also um- 
gekehrt hei festem md für = 1: 

(28) 

àls günstigste Bremsstarke. 

8. Zahlenbeispiel für „Silvana". Um einen Anhalt für die in 
der Praxis in Betracbt kommenden Grëfsen der Werte î)* Jc^, zu 
gewinnen, halten wir uns an das Beispiel des Ereisels in der „Silvana“ 
der schon am Anfang des vorigen Paragrapben erwiibnt war. 

Die Verhâltnisse bei der „Silvana“ sind die folgenden: 
Wasserverdrângung {Q): 850000 kg 

Metacentrische Hôhe (M): 0,4 m 

Freie Période der KoUbewegungen 8 sec. 

Daraus ergiebt sich das ° 

Trâgheitsmoment (J): 550000 mkgsec*. 

Die Abmessungen des Ereisels waren annahemd: 

Gewicht von Ereiselrad und Welle (q): 6000 kg 

Trâgheitsmoment der rotierenden Massen (0); 175 mkgsec* 

Winkelgeschwindigkeit des Ereiselrades (m): 189 .sec-*, 

Trâgheitsmoment nm die Queraxe (j) ge- 

schâtzt zu etwa: 150 mkgsec®. 

Daraus ergiebt sich zunâchst für unseren Parameter n^: 

^ 176» .18 9» _ „ 

'D’o'o’ j QB 160 ■ 86 • 4~io» ~ 

Das Frequenzverhâltnis v konnte wegen starker Dâmpfung durch 
den Versuch nicht bestimmt werden. Wir dürfen aber nach einer 
bnefhchen Mitteüung von Herm Otto Schllck v<l annehmen. 

Uber die Bremsstârken sind nâhere Angaben unbekannt, doch ist 
jedenfaUs die freie Ereiselpendelung durch die Lagerreibung aperiodisch 
gedampft, wie wir ebenfaUs von Herm Schlick erfahren. Hieraus 
fol^ zunâchst ]c^2 im Falle v<l, da nach der Grundgleichung (2) 
m bekamter Weise der Frequenz der Ereiselpendelung pro- 

po onal ist. Bei hinzutretender Bremse mufs umsomehr /c > 2 sein, 
ormel (28) bezw. (28') würde als günstigsten Wert ü:=»9 bezw. ;i: = 8 
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ergeteB. Pür das Folgende wollen wir X: == 7 anneliineB. Die früliere 
Fig. 130 ist^ wie daselbst beBcierkt^ für diesen Wert tob 'k nacb der 
Méthode vob Nr. 4 berechBet, darin sind die schrittweise gefuBdeBen 
Punkte mit den zugehorigeB WerteB yob n emgetrageB. Dem Wert 
Je = 1 entspricht eine Bremssfârke w = 700 mkgsec. 

Die Fig. 130 zeigt, dais in diesem Fall für aile Werte 
(Kurye I, II, III) für verhâltnismâfsig kleine Werte von schon 
Aperiodizitât der Hauptschwingung eintritt. (Die angeschriebenen 
Ziffern bezeichnen ûberall die dem betreffenden Punkte zugehôrige 
Grôfse von n^). Für den Wert = 1,5 (Kurve IV) kann die Schwin- 
gung, mit = 9,3, gerade die Grrenze zwischen Periodizitât und Aperio- 
dizitât erreichen, um bei grofserem wieder periodisch zu werden. 
Für noch grofseres (V, VI) erreicht die Dâmpfong .nur einen Maxi- 
malwert und nimmt wieder ab, ohne dafs die Schwingung aperio- 
disch wjrd. 

§ 6. Resnltate nnd praktisclie Erfahriingen am Schiffskreisel. 

Wir wenden uns noch zu einer kurzen Besprechung der im letzten 
Paragraphen erhaltenen Resultate, insbesondere zu ihrem Vergleich 
mit den von Schlick selbst gewonnenen Erfahrungen bei seinen Ver- 
suchen mit dem „Seebâr^^ und der praktischen Ausführung der &eisel- 
konstruktion bei der „Silvana^^ und dem „LochieF^. 

Die wesentlichsten Ergebnisse sind, aufser in frûheren Publikationen 
(vgl. pag. 808), in einem kürzlich erschienenen Vortrag*) von Schlick 
zusammengestellt. Herr Schlick hatte auch die Freundlichkeit, uns 
weitergehende Erfahrungen briefUch mitzuteilen. 

Zunâchst ist zu bedenken, dais der Ansatz in § 4 in mehrfacher 
Hinsicht im Intéresse der analytischen Ausführbarkeit einfacher ge- 
staltet ist, als es der Wirklichkeit entspricht. Erstens geht er von 
der Annahme kleiner Schwingungen, und zwar des Schiffes und des 
Kreisels, ans. Was das Schiff betrifft, so sind in der That seine Schwin- 
gungen erfahrungsgemâfs, insbesondere nach Einschaltung des Kreisels, 
gering, d. h. die Ausschlâge betragen im HôchstfaU wenige Grade. 
Ohne Kreisel waren die Ausschlâge bei der „Silvana^^ bei stürmischem 
Wetter etwa 10 — 15®. Anders steht es mit den Ausschlâgen des 
Kreiselrahmens, die ja, nach den Bemerkungen auf S. 803, betrâchtlich 
grôfser sind als die des Schiffes, wie die Erfahrung durchaus bestâtigt. 
Aus einem gleich zu besprechenden Grunde kommen hier Ausschlâge 
bis zu 45® nach beiden Seiten in Betracht. Unter diesen ümstânden 


*) Jahrbnch der Scbiffbautecbmscben GeseUschaft, 1909. 
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muTs die Annahme Meiner Sehwingungen die Wirkung des Kreisels 
günstiger erscheinen lassen, als es die strenge Eeclinuiig ergebeii würde. 
Dem wir nakmen bei Berechnung der etwa durch die liollbewegung 
veraülafsten Eireisel’wirkuûgj die deii EAeisel zum Pendelu biingt^ an^ 
dafs die Kreiselaxe senkrecht auf der Llngsaxe des S chiffes stânde. 
Diese Kreiselwirkung nimmt aber ab, wena der Kreisel ausschlagt, 
entsprecheiid der früheren Formel (II) in § 1, um ganz zu ver- 
schwinden, weim sich die Axe um 90® gedreht bat, da sie dann 
der Axe der RoUbewegung gerade paraüel wird. Wir haben also die 
Koppelung zwischen Schiff und Kreisel als zu stark angenommen, und 
damit mufs die Beinflussung der Rollbewegungen durch deii Kreisel 
überhaupt sich zu grofs ergeben. Da indessen nur Ausschlage bis zu 
45® vorkommen, und dieser Ausschlag erfahrungsgemafs nur selten er- 
reieht wird, wird die gemachte Überschâtzung der Kreisolwirkungen 
keine betrâchtliche sein. Thatsâchlich ist es bekannt, dais in vielen 
FâUen auch bei endlicher Amplitude die unter der Annahme kleiner 
Ausschlage gefundenen Résultats mit der Erfahrung durchaus überein- 
stimmen.*) Übrigens wâre eine strenge Berechnung wegen anderer 
unkontrollierbarer Vernachlâssigungen hier offenbar nicht am Platze. 

Grrofsere Ausschlage des Kreiselrahmens als bis zu 45® waren bei 
der praktischen Ausführung durch einen „Stopper" verhindort, der also 
zeitweise die Kreiselwirkung aufhebt 

Eine weitere analytische Vereinfachung liegt in dem Ansatz der 

• 

Kreiselbremsung — ^ ; der ein Inkrafttreten der Bromse orst bei 

Vorhandensein einer scbwingenden Bewegung ausdrilckt. Thateachlich 
kat der Kreisel, abgeseken yon der hydraulischen Breinse, auch bei 
Anwendung von Kugellagern, vermôge seines grolsen Gewichtes be- 
trâchtliche Lagerreibung, die bei kleinen Geschwindigkeiten die Gesetze 
der gleitenden, bezw. roUenden Reibung von festen Korpern aufeinander 
befolgt (Kap. VII, § 2). Nach diesen Gesetzen ist ein gewisses encl- 
liches Maximalmoment nôtig, um den Rahmen schon von (1er Ruhe in 
die Bewegung überzuführen. Daher ist der Kreisel bei ruhendem Schiff 
nicht an die Gleichgewichtslage bei vertikaler Axe, d. h. bei moglichst 
tiefer Lage des Sehwerpunkts, gebunden, sondern er kann im Gleich- 
gewicht beharren bei einer Verlagerung gegen die Vertikale bis zu 
einem gewissen Winkel der sich ans den Dimensionen des Kreisels 
und der Grôfse des „Lâgerreibungskoeffizienten der Ruhe^^ ergiebt, und 

*) Als allgeineinen Grand hierfür ]j:ann man anfüliren, dais der Sinus mit dem 
Bogen, durcli den er ersetzt wird, bis zu 20® in der zweiten, bis zu 45® in der 
ersten Dezimale ilbereinstimmt. 
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etwa als Reibungswinkel des Systems bezeiclmet werden kam. Dieser 
Winkel ist beim Kreisel eiu ziemlicb betrâcbtlicber, wie sich ans Versucben 
von Scblick^ den Kreiselrabmen kûnstlicb zum Schwingen zu bringen, 
ergiebt. Andererseits ist aber aucb zu beacbten, dafs der Ânsatz — Tî, 
für die bydraulische Bremse nur ein allgemeines Schéma sein und nur 
das Wesentlicbe ausdrücken will, nâmlicb eine Bremskraft, die der 
augenblicklicben Bewegung immer entgegenwirkt. Die spezielle Form 
des Wirkungsgesetzes ist für den Effekt wobl ziemlicb belanglos, wie 
ja derselbe Fekler scbliefslicb aucb, ohne sich zu rachen, bei vielen 
physikalischen Aufgaben begangen wird. 

Eine andere Peklerquelle aber, die bei der Bekandlung aller teck- 
niscken Problème berücksicbtigt werden mufs, insbesondere wenn es 
sicb um so hobe Gescbwindigkeiten bandelt, wie im Falle des Scblick- 
scben Kreisels, liegt in der elastiscben Nacbgiebigkeit des Materials. 
Die Ricbtung ibres Einflusses ist in diesem Falle zweifellos: eine 
weitere Abscbwâcbung der berecbneten Wirkung. Denn einerseits be- 
ruben ja die Kreiselwirkungen selbst auf den inneren Reaktionen des 
als starr angenommenen Scbwungringes, anderseits werden sie erst 
durcb Vermittlung von Reaktioiiskrâften vom Kreisel auf das als starr 
angenommene Scbiff übertragen. Beide Arten von Reaktionen werden 
durcb die, wenn aucb geringe, elastiscbe Nacbgiebigkeit des Kreisel- 
und Scbiffmaterials abgescbwâcbt, so dafs die Wirkung der Kreisel- 
koppelung überbaupt verringert werden mufs. 

Wir woUen nun, auf Grrund der Resultate des vorigen Paragrapben, 
die erforderlicbe Kreiselstarke zur Erzielung gûnstiger Wirkung abzu- 
scbâtzen sucben, kônnen aber, naeb den vorangebenden kritiseben Be- 
merkungen, natûrlicb nur einen ungef âbren Anbaltspunkt erwarten. 

Wir pracisieren die Frage dabin: 

Wie grofs mufs der Kreiselimpuls gewaJilt îve7'den, damit die Ampli- 
tude der er^wungenen Sehwingung auf einen geeigneten Bruchteil ihres 
ursprüngliclien Wertes (d. h, ohne Kreisel) reduziert werde, Bàbei soll 
der Impuls und die Bremse h genügend starh sein, um die dur ch das 
Einset^en er^wungener Schwingungen immer wieder angeregten freien 
Schwingungen rasch abzuddmpfen. 

Die Antwort ist aus den Überlegungen des § 5 zu entnebmen. 
Bescbrânken wir uns auf den wesentlicb in Betracht kommenden FaU. der 
Resonanz zwiscben Welle und freier Scbiffsscbwingung, auf den sicb aucb 
die Versucbe vonScblick bezieben, d.b. y = 1, so wird das gesucbte Verbâlt- 
nis nacb 61. (17) (pag. 810) und (18) (pag.811) mit genügender Nâberung: 
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Beactten wir ferner, dafs nach den Folgenmgen aiif pag. 825, 
kleinôr oder hôclistens glcich. 1 S6iii soUt©^ ©in Rcsultat^ zu dem anch 
Schlick durck s©in© Versuck© g©komin©n ist^ so kônnen wir angenakert 
s©tzen, indem wir den kleinen eckten Bruck (1 — neben d©r grofsen 
Zakl£Æ^ Ternacklâssigen: 


(29) 



Einen angen’âkerten Wert Yon K kônnen wir ans Versucken ©nt- 
nekmen, di© Scklick beim ,,S©©bâr" angestellt hat. Dort ergab sick 
(s, auck Fig. 133), dafs der Ansscklag des Sckiffes ohne Kreisel bei 
rukendem Wasser nack 20 Sckwingungen anf ©twa seines ursprüng- 
licken Betrages znrückging. Dem ©ntsprickt der Werfc 

jS:=o,05. 

Di© Grôfse 1c wird, nack den Ergebnissen des Yorigen Paragrapken, 
gûnstig so zu wâklen sein, dafs die freie Sckiffsschwingung durck die 
Kreiselkoppelung aperiodisck gedâmpft werden kann, und zwar sckon für 
Yerkâltnismâfsig kleine Werte des Impulses. Diesen Bedingungen genügt 
etwa der der Fig. 130 zu Grunde gelegte Wert h = 7. Mit Rücksickt 
anf die Yorerwâknte ünbestimmtkeit der Définition Yon k sei Z; = 7 
bis 10 gewâklt, oder die zugekôrige Grôfse der Bremsst'ârke in dem 
Beispiel der SÜYana (pag. 832) w^lcjY^QH/J zu 700 bis 1000 mkgsec. 

Nack pag. 830 wûrde zwar auck sckon ein etwas kleinerer Wert 
ausreicken, um die Hauptsckwingung aperiodisck zu machen, aber dann 
würde, wenigstens für ?; = 1, die Nebensckwingung nake in Resonanz 
mit der Hauptsckwingung kommen; durck ein© Verstarkung der Bremse 
lâfst sick dies Yermeiden. Um fûr 7c = 7 Aperiodizitat der Haupt- 
sckwingung zu erzielen, müfste 10 im Fall ^ 1 gewaklt werden, 
für ifc = 10 dagegen = 16. Für kleinere Werte Yon wird durck 
diese Wakl ebenfaUs starke Dâmpfung der Sckifisschwingung erzielt 
(Ygl. Fig, 130 und 131). Durck alleinige Betracktung der freien 
Sckwingung und ikrer DâmpfungsYerkâltnisse werden wir also auf 
einen Wert 

^2 ^ 20 k^l bis 10 

gefükrt. 

Wir kaben nun weiter zu fragen, ob dadurck auck die erzwungenen 
Sckwingungen kinreickend beeinflufst werden. Aus (29) erkalten wir, 
durck Einsetzen der festgesetzten Werte Yon Z, k und n^: 


bezw. 


A 

_ 0,05 ■ 7 

A 

“ 10 ~ ~ 

A 

_ 0,06 • 10 

A 

16 “ 


0,031. 
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Demnach würde der Wert 

«5 = 10 bis 4^6 

ausreiclien; um die Amplitude auf etwa des Betrags herabzudrücken^ 
den sie ohne Kreisel annakme. Für die erforderliche Winkelgeschwindig- 
keit ergiebt sick daraus nach pag. 804, wenn 0 das Trâgheitsmoment 
der rotierenden Massen um ikre Axe bezeichnet: 

(30) bis 41/ë^. 

Für das obige Beispiel der „Silvana" folgt biernacli eine Wiukel- 
gescbwindigkeit von 140 bis 175 sec‘'\'^) 

Wie stellen sicb nun die Versucbsergebnisse von Scblick zu dieser 
Berechnung? Auf Grund der einleitenden Bemerkungen dieses Paragrapben 
ist zu erwarten, dafs das Résultat ein weniger gûnstiges sein wird als 
das von der Recknung gelieferte. Trotzdem war der Erfolg der Schlick- 
schen Versucbe ein überrascbend glücklicber. Bei der „Silvaiîa^^ fand 
Scklick eine Abdâmpfung der erzwungenen Scbwingungen auf “ ihres 
ursprünglicben Betrags bei einer Winkelgescbwindigkeit des Kreisek 
rades von 189 sec*^. Da über die dort verwendeten Bremsstârken 
nichits Nakeres bekannt ist, kânn das Résultat nickt unmittelbar mit 
dem unsrigen verglicken werden. Wakrsckeinlick verwendete Scklick 
stârkere Bremsen, als sie unserer Recknung zu Grunde liegen, und 
dann ist es sckon aus diesem Grunde in Übereinstimmung mit unseren 
Resultaten auf S. 816, dafs wir eine günstigere Beeinflussung der er- 
zwungenen Sckwingungen fanden. 

Weiter ist zu beackten, dafs wir von der Annakme einer karmo- 
niscken Welle ausgingen, die mit der Sckiffssckwingung gerade in 
Resonanz stekt, wàkrend es sick in Wirklickkeit um Übereinander- 
lagerung einer Reike von WeUen kandelt. Von diesen werden aber die 

*) Die B'’ormel (30) liefert in nnserem Beispiel ‘âhnlicbe Impulsst*ârken, wie 
eine von Fôppl angestellte, überscMâglicbe Überlegung, die bezweckt, die 
Grôfsenordnnng des erforderlicben Impulses zu bestimmen, wenn nur die Dimen- 
sionen des Schiffes und sein zu vemicbtender anfânglicher Ausschlag (t/Jq) bekannt 
sind, aufserdem vorausgesetzt wird, dafs der Kreiselrakmen bis zu 45^ auspendeln 
kann. Die betreffende Formel ist (vgl. Technische Mecbanik, Bd. VI, § 41) 

Wenn als Maximalwert von etwa 16® angenommen wird, so wird demnach 

0o 1 1 

'^~vqhj y J ’ 

wâhlt man also schâtzungsweise fCir J/j die Yerhàltnisse wie bei der „Silvana“ 
(vgl. pag. 832), so bat man nâbemngsweise w = |/lÔ, wie aucb unsere obige Über- 
legung ergab. 
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nicht in Resonanz stehenden nach den Ausfülirungen des ersten Teils 
von § 5 weniger beeinflnfst als die resonierende selbst^ wie es ja für 
gewisse Gebiete der Frequenz der auffallenden Welle sogar vorkommt, 
dafs der Kreisel die erzwungene Schwingung verstârkt. 

Bei Berücksicbtigung aller dieser ümstânde liefert die immerbin 
nocb nabe Übereinstimmung unseres Résultats mit dem Scblick’scben 
eine gewisse Bestâtigung des in § 4 gemacbten Ansatzes der Differential- 
gleicbungen. 

Wir baben aber bei der vorbergebenden Berecbnung auf einen 
wicbtigen Punkt nocb nicbt geacbtet, nâmlicb ob untor den an- 
genommenen Verbâltnissen die Kreiselrabmenausscblage auch für die 
erzwungenen Scbwingungen innerbalb der verlangten Grenzen bleiben. 
ÎTur dann kanu eine wenigstens angenâberte Übereinstimmung mit der 
Praxis erwartet werden. Die Rabmenausscblage berecbnen sicb aus 
den Formeln auf pag. 807. Aus Gl. (15) und (17) folgt, wieder unter 
der Annabme ^ und bei kleinem K\ 


a 


a 1 

A 

= :^ 1 / 





t| ‘ 

A 

n V 

J' 


also bei Zugrundelegung der früber angenommenen Zablenwerte und 
der oben berecbneten Impulsgrôfsen etwa: 



Aq der Ausschlag des Scbiffes obne Kreisel betragt erfabrungsmafsig 
(vgl. die Diagramme Fig. 132) bocbstens 10^ bis 15^ Fügt man nocb 
eine Korrektion zu, um die nicbt mebr streng zutreffende Annabme 
kleiner Scbwingungen in Recbnung zu zieben, so wird der Ausscblag a 
etwa 20®, liegt also in der Tbat innerbalb der Grenzen, für die unsere 
Recbnungen als gültig anzuseben sind. 

Scblick bat seine Versucbe dadurcb grapbiscb niedergelegt, dafs 
er die Scblingerbewegungen durcb einen von ibm konstruierten Indi- 
kator*) selbsttbâtig aufzeichnen liefs, der seinerseits auf dem Kreisel- 
prinzip, nâmlicb auf der raumfesten Lage der Axe eines im Schwerpunkt 
unterstûtzten Scbwungrads berubt, und zwar wurden Versucbe mit dem 
„Seebâr", spâter bei stûrmrscben Wetter aucb mit der „Silvana^^ und 
dem „LocbieF^ vorgenommen. Sie wurden in der Weise ausgefübrt, dafs 
das Boot zunâcbst mit festgebremsten Kreisel quer zur See gelegt 
wurde. Das Boot geriet in RoILbewegungen bis zu 15® nacb beiden 
Seiten, in einzelnen Fâllen beim „Seebâr'' sogar bis zu 25®. Dann 

*) In dem Yortrag in der Schiffbautechniscben GeseUscbaft (pag. 136) erwâhnt. 
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wurde der Kreisel gelôst und die Rollbewegung dadurch fast augen- 
blicklicli bis auf 1 ® bis 2 ® reduziert. Dem Moment der Auslôsunff 

O 

entspricbt der Punkt A in den Diagrammen (s. Fig. 132), auf den nur 
nocb die kleinen Rollbewegungen folgen, die die Diagramme zeigen.*) 



Fig. 132. 


Es sind weiter eine Reibe von Versucben, besonders am ^Seebar^*^ 
vorgenommen worden, um die Dâmpftmg der freien Schwingungen zu 
messen, wie sie durch den Kreisel bewirkt wird. Dazu wurde das Boot 
kûnstlicb durcb einen Kran bis zu etwa 15® seitlicb geneigt und 
dann die Zabi der Scbwin- 
gungen beobacbtet, bis die z? 

N eigung auf berabgegangen 
war. Das Diagramm (Fig. 133) 
zeigt den Einflufs des Kreisels. 

Hier entsprecben die Kurven 
1 , 2 der Abnabme der Aus- L 
scblâge bei stillstebendem, die |^ 

Kurven 3, 4, 5, 6 bei rotieren- 
dem Kreisel. Es siukt z. B. 3 
bei der Kurve 5 der Ausscblag , 
von 15^® zu -I-® in vier Scbwin- 4 ? 
gungen berab, wâbrend er 
obne Kreisel in Kurve 2 von 
13^® zu •^® in 25 Scbwingungen gesunken war. Aus der analytiscben 
Bebandlung batten wir sogar gefolgert, dafs es môglicb sei, bei ver- 
bâltnismâfsig kleinem Impuls Aperiodizitât der Scbiffsscbwingung zu 
erzielen, und zwar für den Fall ^ 1 , d. b. wenn die Kreiselpendelung 
nicbt scbneller war als die Scbiffsscbwingung. Ob praktiscb die 
Dâmpfung bis zu dem Grad gesteigert werden kann, bleibe dabingesteUt, 

*) Die Mer 'wiedexgegekenen Figuren sind dem genanntenVortrage entnommen. 
Ahnliche Diagramme in dem Aufsatz in der Ing. - Zeitschr. 1906, pag. 1933. 
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doch sind jedenfaUs die Kuryen der Fig. 133 nicht mehr weit von der 
Aperiodizitât entfernt.*) 

Dafs v^<l die günstigere Anordnung ist, stimmt durchaus mit der 
Erfahrung md ist auch von Schlick selbst au$ seinen Versuchsergebnissen 
gefolgert worden. Einer briefliclien Mitteilung entnelimen wir, dafs beim 
„Seebâr'^ durcb Bescbweren des Oberteils des Kreiselrabïnens, also 
Verlângerung der Période seiner Pendelung, die Wirkung des Kreisels 
wesentlicb besser wurde. „Die Période soUte nahezn unendlicb grofs 
sein, aber niemals iinter die Période des Scbiffes heruntergelien.^^ Die 
Fig. 130 legt biervon Rechenscbaft ab. Man vergleicbe die Kurven I, 
II (î; < 1) binsiclitlich der zugebôrigen Dâmpfung mit den Kurven V, 
VI {v > 1). Übrigens entspricht die Kurve VI, 20, der von Fôppl 
in der pag. 808 zitierten Arbeit gewablten „ersten Aufhangungsart". 

Hier anscbliefsend kônnen wir die im § 4 vorangestellten Be- 
hauptungen, wieiveit lei der KreiséllconstruMion ^^Trdgheitswirlmngen^^ 
einerseitSj jjDàmpfungswirlmngen^^ andererseits in BetracM Icommen^ noch- 
mais zusammenfassen. Piir die erzwungenen Scbwingungen selbst 
sind nacb den frûberen Diskussionen die „Resonanzwirkungen", also 
Trâgbeitswirkungen, wesentlicb, indem durcb die Kreiselkoppelung 
die Période des Scbiffs nacb Môglicbkeit von der Période der auf- 
faUenden Wellen entfernt wird und dadurcb die Amplitude der er- 
zwungenen Scbwingung verringert wird. Die Bremsung beeintracbtigt 
diese Wirkung nur. Grûnstig wirkt die Bremsung beim Seegange nur 
in sekundârer Weise durcb Abdàmpfung der immer gleicbzeitig ange- 
xegten freien Scbwingung. 

Fûr die freien Scbwingungen dagegen kommen beide Wirkungen 
in Betracbt, und zwar für kleinen Impuls wesentlicb die dampfenden, 
für grofsen die Trâgbeitswirkungen. Die ünterscheidung zwiscben 
„klein^^ und „ grofs bângt hier von der Bremstârke h ab. (Bei 
= 1 Z. B. war als Grrenze etwa = Jc^/4: anzuseben.) 

Dafs bei kleinem die Dâmpfungs wirkungen vorberrscben, gebt 
zunâcbst ans dem auf pag. 831 ausfûbrlicber besprocbenen Résultat 
bervor, wonacb bei kleinem und genügend kleinem Je die Dâmpfung s 
mit k wâcbst, so dafs die Hauptscbwingung sogar aperiodiscb werden 
kann, wâbi'end für 4 === 0 aucb die Hauptscbwingung immer ungedâmpft 

*) Man kônnte sich.^ nacb einer Bemerknng von Püppl, eine Verbesserung 
der Bremswirkung von einer Handregnlierung der Bremse wührend des Betriebs 
versprecben, nm dem IJmstande leiebter Recbnnng zu tragen, dafs einerseits 
der Kreisel genngende Bewegungsfreibeit besitzen mufs, um Energie der Eoll- 
bewegnng aufznnebmen, andererseits genügend stark gebremst sein mufs, um sie 
ZTi vemicbten. 
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blieb. Anderseits wird bier, wenigstens in dem günstigeren Fall < 1 , 
die ,^freie Frequenz^^ ]/jp der Hanptscbwingung yergrôfsert, also ist die 
Trâgbeitswirkung sogar in gewissem Sinne unerwünscbt. Fur grofse 
Werte von dagegen, baben wir geseben^ kônnen die Dâmpfungs- 
wirkungen mit wacbsendem nicbt mebr weiter znnebmen, weil sicb 
die Scbiffsdâmpfung einer oberen Grenze nâbert. Die Trâgbeits wirkungen 
dagegen nehmen bestandig zu und werden die vorberrscbenden. 

Wir wollen zum Scblufs nicbt unerwabnt lassen, dafs namentlicb 
von tecbniscber Seite gewisse Bedenken gegen die Kreiselkonstruktion 
erboben worden sind. 

Es bandelt sicb um die Frage, ob der Kreisel nicbt mit der 
gûnstigen stabilierenden Wirkung aucb unerwûnscbte Folgen für das Scbiff 
verbinde. Von Marineingenieur F. Berger*) wnrde zuerst vermutet, 
dafs der Scbiffskreisel gefâbrlicb fur das Scbifif werden kônne, weil 
er die „Rollbewegungen des ScbifiFes in Stampfbewegungen und um- 
gekebrt letztere in erstere umsetze^^. Denn falls der Kreisel stark ge> 
bremst ist, wie es zur Erzielung günstiger Wirkung ja erforderlich ist, 
so wird die Energie der Pendelbewegung in der Bremse nicbt vôUig 
vemicbtet, sondern es wird als Reaktion der Bremskrafte und Kreisel- 
wirkungen ein Moment um eine horizontale Queraxe auf das Scbiff 
ûbertragen, also Stampfbewegung angeregt. Bei festgestelltem Kreisel- 
rabmen z. B. wird unmittélbar die von der RoUbewegung berrübrende 
Kreiselwirkung auf das Scbiff, statt auf den Kreiselrabmen wirken. 
Anderseits wird eine Stampfbewegung des Scbiffes, wenn der Kreisel 
durcb die Bremse gezwungen ist, diese Bewegung mitzumacben, gerade 
wie die Pendelbewegung des Rahmens selbst, durcb ibre Kreiselwirkung 
RoUbewegung des Scbiffes veranlassen. Dafs diese beiden Effekte 
tbatsâcbticb vorbanden sind, ist zweifellos, dafs sie für das Scbiff aber 
nicbt scbâdlicb werden, dafûr sorgt ibre Kleinbeit. **) 

1. Stampfen durcb Rollen angeregt. Denkt man sicb z. B. 
den Kreisel ganz festgesteUt, in welcbem FaUe, wie leicbt analytiscb zu 
zeigen, die grofsten Momente auf das Scbiff ûbertragen werden, so sind 
die beiden Freibeits grade des RoRens und Stampfens, die durcb die 
Kreiselwirkungen gekoppelt werden, qualitativ gleicbberecbtigt, die Aus- 
scblâge sind aber, wegen des viel grôfseren Trâgbeitsmoments der Queraxe, 
um letztere viel kleiner als die RoUbewegungen um die Lângsaxe, und 
daber ist dieser „erste Berger’scbe Effekt^^ gewifs ganz zu vernacblâssigen. 

Wir kônnen dieses Résultat aucb unmittélbar aus früberen tJber- 
legungen in § 4 èntnebmen. Wâbrend wir nâmlicb bisber die Lângs- 

*) Ztschr. d. y. d. Ing., 1906, pag. 982. 

**) Ygl. eine Bemerknng von Fôppl, ibid. 1906, pag. 983. 

Klein-Sommerfeld, Kxeiselbewegung. 
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axe des Schiffes als fest ansaben, ist jotzb ein weiterer Fi-fiheitsgrad, die 
Drebung um die Queraxe, in Bctraclit zu ziehen. Bei festgestelltem 
Kreiselrabmeu tritt dieser Freibeitsgrad direkt an Stello der Peudelung des 
Rabmens, so dafs die Koppelung zwiaehon Boll- vmd Stainpfbewegung 
qualitatir durch nnsere früberen Gleiebungen l)e.sebricben wird. VViihrend 
wir früber zu betonen batten, dais bei lestgestcdlteni Kr<n.sel sein Einflufs 
anf die Rollbewegung verscbwindet, brifft dies jetzt, niebt uiebr zn, indem 
die Moglicbkeit des Pendels durch die des Stampfens in geringcm Grade 
ersetzt wird. Bei beweglicbem Rabmen andererseits verteilt sicb uatür- 
licb die Schwingung auf die beiden Freibeitsgrad o des Pendelns und 
Stampfens in einem durcb die Bromsstiirke bestimniten V(srbilltnis. 

Bei festgestelltem Kreiselrabnieu ilber\vi(*gt aber jetzt das Trag- 
beitsmoment für die Ivoordiuate ît, die jetzt die Htampfscbwingung, 
wie früber die Kreiselpendelung miist, weit ilber das Trilgbeitsmoment 
der Rollscbwingungen. An Stello des frilheren Resultates (vgl. pag. 803), 
dafs ausgenommen im Resonanzfall eine nrsprünglicübe Kreiselpendelung 
nur sebr geringe Rollscbwingungen anreg(»n kann, tritt also jetzt die Aus- 
sage, dafs eine RoUscbwingung nur geringe Stuinpfbewi^gungen auslôsen 
kann,wennnicbtRoll-undStampfscbwingungon gt'rado in Resonanz steben. 

2. Rollen durcb Stampfen angercgt. Der zweite Effekt da- 
gegen lâfst, da über seine Bedeutung inebrlaeb diskutif-rt worden ist, 
eine nabere quantitative Prüfung, wieder auf Qrund der Fonneln des 
§ 4, wünscbenswert erscbeinen. Denken wir uns z. B. zu Anfang das 
Scbiff in Rube mit einem Ausschlagwinkel fr,, uni die Btampfaxe und 
fragen nacb der folgenden Bewegung, insbesondere naeh dom Brucbteil 
der Energie, der zeitweise in Energie der Rollbewegung vorwandelt 
wird. Den Bewegnngsverlauf bescbreiben dann, da wir wieder den 
Kreiselrabmen fest mit dem Scbiff verbunden denken, die Formeln (8'") 
des § 4 (pag. 802), wenn wir nur die dort vorausgcsetzte Kreisel- 
pendelnng jetzt durcb die Stampfscbwingung des Sc-biffos ersetzen, 
d. b. das Trâgbeitsmoment j mit <lem des Sebiffes uni seine Queraxe, 
K, vertauseben, und das Schweremoment q • h mit Q ■ S, wo S die 
metacentrisebe Hôbe für die Stamptschwingiing bozeicbne. Die Be- 
wegung ist natürlicb wieder die tJborlagerung zweier Scbwingungen in 
beiden Freibeitsgraden, und zwar werdeu jetzt bei gegcbeiicm Kreisel- 
impuls die Scbwingungen in ihrer Proquenz viel weniger als früber 
bei pendelndem Kreiselrabmen von der freien Roll- und Stampf- 
scbwingung obne Kreisel abweichon. 

Tinter Ausseblufs absoluter Resonanz zwisebon RoU- und Stampf- 
scbwingung kônnen wir daber folgende Naberungsdarstellung aus den 
Formeln (8'") zunâcbst für die resultierende Stampfbewegung ent- 
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nelunen, wobei wir die Frequenzen cq und durcb die Werte ersetzen, 
die sie im Falle N = 0 annehmen: 


& == + «2 COS^^if, 


«1 + «2 = - S -, 


0^ 




SJ 


Q{KS~JSŸ 


Füliren wir nocli^ genau entsprecliend unseren früheren Parametern 
■und unbenannte Grôfsen ein: 


so wird: 








QS/K 

QH/J’ 





(1 — ‘ 


Seiner Définition entsprecliend ist unser jetziger Parameter im Ver- 
gleich mit dem früheren (vgl. pag. 832), sehr klein, namlich 






Nun wird das Trâgheitsmoment um die Stampfaxe, mindestens etwa 
50 mal so grofs sein als das um die RoUaxe, Jy und nach pag. 832 
ist, im Falle der „Silvana^^, annahernd J =* 4000^*, also 

27 ^ 2 . 10 - 5 . 


Tinter Zugrundelegung des hei der „Silvana‘^ gewâhlten Parameter- 
wertes = 20 wird somit 

912 = 4 • iQ-A 

Andererseits erhoht der Frequenzfattor w^/(l — w^y bei Ausschlufs 
der Resonanz die Grôfsenordnung von \cCi/ci 2 \ iiicht, indem er nur in 
der nâchsten Nahe von w 1 grôfser als 1 ist. 

Aus diesem Verhâltnis aber konnen wir den Bruchteil der Energie 
in bekannter Weise entnehmen, der zeitweise der Stampfbewegung 
entzogen und in RoUbewegung verwandelt wird. Die Übeiiagerung 
der beiden Schwingungen ist nâmlieh eine „Schwebung" in der Stampf- 
bewegung, mit der maximalen Energie*): 

7? ^ ^ (f, 1 /y 'N 2 ^ ^ a 2 


und der minimalen Energie: 

E, = ^(a,~a,y. 

*) Dieae Formeln werden allerdings unter der Annahme abgeleitefc, daB die 
Frequenzen ccj^ und cc^ nakezu übereinstimmen, also w wenig von 1 verscMeden ist. 
Bei genauerer Eecbnung würde in den Ausdruck fur die Energies chwankung nocb 
eine Potenz von iv als Faktor eingeben, der aber die Grôfsenordnung nicbt beeinflufst. 
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Die Energieschwankung ketrâgt also nur etwa 10 bis 10“^ der 
mittleren Energie des Stampfens, nnd aucb nur dieser Brucbteil wird 
zeitweise in Rollenergie verwandelt. Wir kommen somit zu dem Résultat, 
dafs auck der „zweite Berger’scbe Effekt" ausgenommen den Pall der 
Resonanz zwischen Roll- und Stampfschwingung, für das Scbiff ernst- 
licb nicbt in Frage kommen wird. 

tibrigens ist von Herrn Skutscb*) der Vorscblag gemacbt, die 
besprocbenen Wirkungen durch Verwendung zweier Kreisel unschâdlich 
zu machen. Die beiden Kreisel sollen symmetriscb zur mittleren Quer- 
axe eingebaut sein und mit entgegesetztem Drebsinn, aber gleicber 
Gescbwindigkeit umlaufen, überbaupt in allem genaue Spiegelbilder 
sein, was durch zwanglâufige Verbindung zu erreichen ware. Wegen 
des entgegengesetzten ümlaufsinns wûrden dann durch die Roll- 
bewegungen entgegengesetzte Ausschlâgô der beiden Kreisel veranlafst 
und die auf das Scbiff übertragenen, auf Ânregung des Stampfens 
wirkenden Momente würden sicb daher aufbeben. Das Gleicbe gilt 
für die TJmkebrung, die durch die Stampfbewegung ausgelôsten 
Momente. 

3. Materialbeanspruchung. Ein weiteres Bedenken, das man 
gegen die Anwendung desKreisels vorgebracht bat, beruht auf der Annahme, 
dafs ein in der gescbilderten Weise an der RoUbewegung gehindertes Scbiff 
besonders stark von der See, namentlicb von überbrecbenden Wellen zu 
leiden babe. Von den Teilnebmern an den Probefabrten wird aber aus- 
gesagt, dafs nur an Stelle der Rollbewegungen ein ruhiges Heben und 
Senken des Scbiffes in der Wellenoberflacbe getreten sei, ohne Überbrecben 
von Wellen; die anroUenden Wellen seien einfacb unter dein Scbiff ver- 
schwunden. Andererseits wàre wobl denkbar, dafs durch die Verbinderung 
der Rollbewegung eine stârkere Beanspnicbung der inneren Verbande 
eintritt. Scblick selbst bestreitet solcbe Bedenken mit dem Hinweis 
auf die grofsen Beansprucbungen, die grofse Schiffe im Seegang aus- 
zubalten baben, dem sie ja nur wenig folgen, wenn nicbt gerade die 
auffallende Welle in Resonanz mit der Schiffscbwingung steht. Ebenso 
ist es bekannt, dafs die Rollbewegungen der Segelscbiffe bei gesetzten 
Segeln durch den Luftwiderstand ganz unterdrückt werden, ohne dafs 
das Scbiff Scbaden leidet. 

Man kann feiiier anfûbren, dafs die ganze durch den Kreisel zu 
vernicbtende Energie der Rollbewegung durcbaus nicbt sonderlicb grofs 
ist. Sonst ware es überbaupt nicbt moglicb, durch den im Verhaltnis 
zum Scbiff docb kleinen Kreisel fast die gesamte Energie zu zerstôreu. 


') Ztschr. d. Y. d. Ing. 1908, S. 464. 
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Berechnen wir auf Grand der S. 832 gegebenen Zahlen für die ^,Silvana^^ 
das vom Kreisel auf das Schiff ûbertragene Moment 


und zwar für die vom Seegange erzwungenen Schwingungen. Deren 
Période wâhlen wir, wie es mittleren Verli'âltnissen entspriclit, zutr = 8sec. 
Nehmen wir den ungünstigsten Pall an, dafs der Kreisel den grôfst- 
môglichen Ausscbdag von 45® erreicbt, so wird '9’ = ~ sin 2 %—^ also ^ 
im Maximum gleich = — sec Ferner war nachi pag. 832 

©CO = 175 • 189 mkgsec. Also wird das fragliche Moment rund 
20000 mkg. Nelimen wir als Lagerabstand am Kreiselrabmen etwa 2 m, 
so wird in jedem Lager eine Kraft von 10 Tonnen angreifen, also eine 
im Verhâltnis zu den sonst im Schiff vorhandenen Gewicliten mafsige 
Last. Diese Beansprucliung erfâhrt das Sckifif durch den Kreisel. 

Die angeführten Bedenken dürften kaum ein wesentliches Hindernis 
für eine ausgedelintere Verwendung des Scbiffskreisels sein, und über- 
hanpt werden die eigentliclien Problème, zu denen die weitere Ver- 
voUkommnung der Konstruktion fübrt, nicbt auf der dynamiscben, 
sondern auf der tecbniscben Seite liegen. 

Die Zukunft mufs lebren, ob sich der kübne Gedanke Scblicks 
trotz der seiner Durcbführung entgegenstebenden erbeblicben Kosten 
und Scbwierigkeiten im Verkebr allgemein einbürgem kann, oder ob 
er in der Gescbichte mebr als ein markantes Beispiel grofsen Mafs- 
stabes für die tatsâchlicbe Ausführbarkeit ricbtig gedacbter mecbaniscber 
Konstruktionen dastehen wird. 

§ 7. Der Ereiselkompafs. 

Bei Besprechung der Foucault’scben Versucbe, die Erdrotation 
durch ihre Einwirkung auf die Bewegung eines rasch rotierenden 
Kreisels nachzuweisen, haben wir*) die von Foucault ausgesprochene 
Idee erwâhnt, diese Wirkungen zur Orientierung auf der Erde zu be- 
nutzen, also ein Kreiselinstrument als Kompafs auszubauen. Es handelte 
sich hier um die Eigenschaft eines Kreisels, dessen Figurenaxe nur in 
der Horizontalebene beweglich ist (eines Kreisels „von zwei Freiheits- 
graden^^), sich wie eine Deklinationsnadel selbstthâtig in den Meridian 
einzusteüen, andererseits eines Kreisels, dessen Figurenaxe nur in der 
Meridianebene beweglich ist, sich wie eine InkKnationsnadel in die 
Richtung der Erdaxe einzustellen.**) 

*)pag. 734f. **)pag. 746f. 



846 


IX. Technische Anwendungen. 


An die praktisclie Ausfûlirung dieses Gedankens konnte iiatur- 
gem*âfs erst gescliritten werden, naclidem es gelungen war, auf lange 
Dauer olme Xlntertrechnng umlanfende Schwungrader kerzusteUen, was 
jetzt durck Verwendung Ton Elektromotoren erreickt wird. Ein wesent- 
liches teclinisclies Erfordernis ist liierbei, dafs das aufsere Moment, das 
entgegen der Reibnng den Eigenimpuls konstant erbiilt, strenge um die 
Figurenaxe wirkt, also keine Impulsânderungen in der Àquatorebene 
erzeugt. In den 80 er Jahren sind Versuche von Seiten der Kriegs- 
marinen in Frankreicb, Holland und England ausgeführt worden, doch 
ist über ibr Ergebnis wenig an die Ôffentlicbkeit gekommen, jedenfaUs 
baben sie nicbt zur dauernden Einfübrung eines Rotationskompasses 
gefûbrt.*) In Deutscbland wurden die ersten Versucbe in den 90er Jabren 
von Werner von Siemens geleitet, in Anlebnung an ein von Van 
den B os angemeldetes Patent.*"^) 

Die Frage nacb der Herstellnng eines binucbbaren Kreiselkompasses 
ist nenerdings wieder akut geworden, insbesondere zur Verwendung auf 
Kriegsscbiffen, auf denen durcb die Vermebrung der Eisenmassen das 
magnetiscbe Erdfeld derartig verzerrt wird, dafs die Angaben des 
Magnetkompasses im bocbsten Grrade unsicber, ja fast unbrauchbar 
werden. Besonders erscbwerend wirkt der TJmstand, dafs die Eisen- 
massen an Bord vielfacb verlagert werden (Munition, Geschütze) und 
dais der Betrieb elektriscber Mascbinen die Kompafsnadel direkt 
magnetiscb beeinflufst, sowie dafs der auf das Scbiff vom Erdfeld 
induzierte Magnetismus von ScbüBfsbewegungen abbangt.**"*^) Es sind 
daber von verscbiedenen Firmen Versucbe in dieser Richtung gemacbt 
worden, von denen aber bisher nur die von Anschütz-Kâmpfe in 
Kiel zur Veroffentlicbung gelangt sindf) und zur praktiscben Ver- 
wendung gefübrt baben. 

Hier wird nicbt die Foucault’sche Anordnung verwendet, sondern 
ein Eieisel von drei Freibeitsgraden, der unter dem Einflufs der 
Scbwere stebt, entweder so, dafs der Scbwerpunkt auf der Figurenaxe 
oder in der Aquatorebene des Kreisels liegt. 


M. Edm. Dubois: Sur le gyroscope marin, C. R. 98, pag. 227, 1887; 
W. Thomson: Oyrostatic model of a magnetic compass. Nature 80, pag. 524, 1884. 

**) D. R, P. Kl. 42, No. 34513. 

***) S. Encyklopâdie d. math. Wissensch. Vil, 6, pag. 320 ff. (Nautik, von 
H. Meldau). 

t) Jahrbuch der Schiffbautechnischeu Gesellschaft, X, 1909, pag. 352; dazu 
math. Anhang (Max Schuler) pag. 561. Die Versuche der Eirma Hartmann & 
Braun, Frankfurt a. M., nach Konstruktionen von Prof. A ch, sind no ch nicbt 
veroffentlicht. 
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Sehen wir Yon der Scliwere ganz ab^ so wâre der Kreisel sowohl 
gegen die Erde wie gegen den Raum iu Rube, wenn seine Figurenaxe 
parallel zur Erdaxe stânde. Dieses Gleicbgewicbt wird dnrch die 
ScKwerewirknng gestort, im ersteren Falle baben wir eineu scbweren 
symmetriscben, im zweiten einen, wenigstens dem Kraft angriff nacb^ 
scbweren unsjmmetriscben Kreisel. 

Beim scbweren symmetriscben Kreisel zunâcbst ziebt die Scbwer- 
kraft die Figurenaxe ans ibrer raumfesten Lage binaus, und die ent- 
stebende Raumbewegung bat weiter ablenkende Kreiselwirkungen zur 
Folge. Es wird nun, wie bei dem früber bebandelten Grilbert’scben 
Barygyroskop*), eine Rubelage relativ zur Erde moglicb sein. Die 
Bewegung des gegen die Erde rubenden Kreisels ist dann, im Raume 
betracbtet; eine regulâre Prâcession der Figurenaxe um die Erdaxe, bei 
der Scbwerkraft und Kreiselwirkungen sicb das Gleicbgewicbt balten. 
Die Figurenaxe liegt dabei bestândig in der Meridianebene des Be- 
obacbtungsortes, unter einem zu bestimmenden Winkel gegen die 
Vertikale. Diese Bestimmung liefert einfacb die Bedingung der regu- 
lâren Prâcession: 

Kreiselwirkung bei der Erdrotation = Scbweremoment, 

erstere durcb die Formel (II) TOn S. 764 bestimmt. 

Bei dieser Prâcession ist der Unterstützungspunkt des Bjreisels 
nicbt fest, sondern er wird, aucb wenn er gegen die Erde rubt, auf 
einem Parallelkreis um die Erdaxe gefübrt, er erfâbrt also bestândig 
eine radial in der Ebene des Parallelkreis es gericbtete Bescbleunigung. 
Eine Bescbleunigung des Unterstützungspunktes wirkt aber wie eine 
am Scbwerpunkt angreifende, entgegengesetzt gericbtete Kraft (ygl. 
Z. B. S. 612), deren Grôfse das Produkt ans dieser Bescbleunigung und 
der Masse des Systems ist. Diese scbeinbare Kraft ist die der Erd- 
rotation entsprecbende Oentrifugalkraft, die andererseits die Abplattung 
der Erdoberflâcbe bewirkt. Wir setzen sie daber ricbtig in Recbnung, 
wenn wir die im Lote des Erdortes liegende, tbatsâcblicb gemessene 
Kraft als Scbwerkraft betracbten, die Résultante ans reiner Gravitations- 
wirkung und Oentrifugalkraft. 

Diese ideale Bewegungsform des Kreisels, die wir weiterbin als 
„Raumprâcession^^ bezeicbnen wollen, würde zu Stande kommen, wenn 
Yon Anfang an die Kreiselaxe im Meridian unter der genau ricbtigen 
Erbebung gegen den Horizont eingestellt würde, wobei allerdings die 
Einstellung von der geograpbiscben Breite und der Scbiffsgescbwindig- 
keit des Ortes abbângen, also mit der Scbiffsbewegung korrigiert werden 


*) pag. 753. 



848 


IX.. Technische Anwendungen. 


müfste. Auf diesem Prinzip beruht ein von Anschûtz-Kâmpfe kon- 
struiertes Kreiselkompafsmodell'*'), das die Firma in einem früheren 
Stadium ikrer Versuche zum Patent angemeldet hat. 

Soll der Kreisel bei seiuer Raumprâcession die Nord-Südricbtung 
angeben, so mufs er eine merkliche Abweicbnng von der Vertikalen 
baben; dater mufs wegen der verb.âltnismâfsigen Kleinheit der durch 
die Erddrehung verursachten Kreiselwirkungen auch das Scbweremoment 
sebr klein sein. Die Polge davon ist aber^ dafs die Gleichgewicbtslage 
im Meridian einen sebr geringen Stabilitâtsgrad besitzt, so dafs der 
Kreisel auf einen kleinen Anstofs bin, wie er clurcb die Scbiffs- 
bewegungen fortw'âbrend zu Stande kommt, die Rubelage verlafst und 
âbnlicb, als ob die Erde rubte, relativ zur Erde eine langsame Pra- 
cession um die Vertikale ausfûbrt oder zum mindesten in einer sebr 
langen Scbwingung in den Meridian zurückkekrt. 

In dieser unzureicbenden Stabilitât liegt der bauptsacblicbe Grund, 
dafs die erste Porm des Kompafses nicbt zur Ausfübrung gekommen ist. 

Betracbten wir nun den anderen FaU des unsymmetriscben Krâfte- 
angriffs, der bei dem ausgefübrten Kompafskreisel von Anscbütz- 
Kâmpfe vorbegt.**) Es sei der âufsere Ring des kardaniscben Ge- 
hânges um die Vertikale drebbar, der innere Ring um den borizontalen 
Durcbmesser des âufseren Ringes, die „Knotenlinie^' des Kreisels. Dieser 
innere Ring trage ein Übergewicbt in der Art, dafs in seiner Gleicb- 
gewicbtslage seine Ebene horizontal^ also aucb die in der Ebene des 
inneren Ringes senkrecbt zu dessen Drebaxe gelagerte Figurenaxe 
horizontal begt. Der Scbwerpunkt des Systems liegt dann in der 
Aquatorebene des Kreisels, obne aber die Rotation um die Figui*enaxe 
mitzumacben. Dieses rein scbematiscbe Bild der Anordnung genügt 
fiir unsere nâcbsten Zwecke; die wirklicbe Ausfübrung wird am Ende 
des Paragrapben besproeben werden. 

In kinetiscber Hinsicbt kann das System immer nocb als sym- 
metriscber Kreisel aufgefafst werden, wenn die Eigenrotation so stark 
ist, dafs die Tragbeit der Ringe neben der des Scbwungkôrpers zu ver- 
nachlâssigen ist. Das Scbweremoment wirkt dabei nacb wie vor um 
die Knotenlinie des Kreisels, nur ist es nicbt mebr dem Sinus, sondern 

*) D. R. P. Nr. 178814, 1905. 

**) D. R. P. Ni. 182865, 1908. Yersucbe mit diesem System sind aucb von 
O. Martienssen gemacbt worden, s. Pbyaik. Ztscbr. YII, Nr. 16, S. 686, 1906. 
Bei Versucben von Foppl zum Nacbweis der Erdrotation tritt an Stelle der 
Scbwerkraft: die Elastizitât der Anfbângefàden des ebenfalls horizontal liogenden 
Kreisels. Sitzungsber. d. Akad. d. Wise. München, 1904, Heft 1. Vgl. auch die 
Zusâtze am Schlufs dieses Bûches. 
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dem Cosinus der früher als ê’ bezeickaeten Abweicbung der Figuren- 
axe von der Vertikalen proportional. Die vorher £ür den symmetriscben 
Kreisel gemacbten Angaben lassen sich also aucb auf diese Anordnung 
ûbertragen. Es ist eine stationâre ^jRaumprâcession" môglicb, bei der 
die Figurenaxe bestândig in die Nordricttung des Beobacbtungsortes 
weist, mit konstanter Erhebung über den Horizont. Die Erhebung 
bestimmt sicb wieder aus der Prâcessionsbedingung;: 

Scbweremoment = Kreiselwirkung, 

nnd kann sebr klein gemacht werden, wenn das Scbweremoment ge- 
nûgend grofs ist. 

Diese stationâre Bewegung ginge im Falle der rubenden Erde in 
die Gleicbgewicbtslage mit borizontaler Axe über. Âbnlicb wie in 
diesem Grenzfall verscbwindender Erddrebung wird die allgemeine 
Bewegung die Überlagerung dieser stationâren Bewegung mit einer Prâ- 
cession um die Vertikale, einer ,,Horizontalprâcessiok^, sein^ die zu 
Stande kommt, wenn ein genügend grofser Anstofs die Raumprâcession 
stort, aber in ibrem Cbarakter natûrlicb durcb die Erddrebung beeinflufst 
ist. Bei einem kleinen Anstofs dagegen wird die Horizontalprâcession 
in eine Scbwingung um die Nordricbtung ausarten. 

Es ist bier nicbt obne Weiteres einzusebeu, wie die Richtkraft zu 
Stande kommt, die den Kreisel in den Meridian zurückziebt; eine solcbe 
batten wir frûber nurbei dem Foucault’scben Kreisel von zwei Freibeits- 
graden kennen gelemt. Man kann sicb nun die dynamiscbe Wirkungs- 
weise klar macben durcb Vergleicb eben mit dem Foucault^scben Kreisel, 
der nur in der Horizontalebene beweglicb ist. Die spâteren analytiscben 
Ergânzungen werden diese allgemeinen Yorstellungen nâber belegen. 

Im Foucault’scben Falle verbindert ja die Fübrung in der festen 
Horizontalebene die Axe, bei vorbandener Erdrotation im Raume stille 
zu steben. Die dadurcb erzwungene Raumbewegung b.at die Kreisel- 
wirkung zur Folge, die die Axe in den Meridian zurückziebt, also die 
Scbwingung um den Meridian veranlafst. Die Impulsverlagerung bei 
dieser Scbwingung wird durcb das Moment der auf der Horizontalebene 
senkrecbt stebenden Drucke geleistet (s. pag. 746). Was bier die zwangs- 
weise Fübrung in der Horizontalebene macbt, bewirkt bei unserer An- 
ordnung das Scbweremoment des Übergewichts, das gewissermafsen eine 
nacbgiebige Fübrung darsteUt. Es leistet qualitativ dieselbe Impuls- 
verlagerung, wie dort die Fübrungsdrucke, ziebt also die Figurenaxe in 
die Gleicbgewicbtslage zurück. Da übrigens aucb bei der Foucault’scben 
Anordnung die Elastizitât der borizontalen Fübrungsebene in Betracbt 
kommt, die Fübrung also tbatsâchlicb keine vôUig zwangsweise ist, so 
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fâllt der Unterschied qualitativ ûberhaupt fort, es ist nur bei Foucault 
das Scliweremoment als sebr grofs zu denken. 

Nimmt man z. B. deu ^IsTordpoF^ der Figurenaxe zu Anfang in 
borizontaler Lage und nacb Osten weisend an. Er wird nun zunacbst 
seine Lage im Baume beibebalten, daher wegen der Erddreluuig relativ 
zum Horizont sicb heben. Das dadurcb entstebende Scbweremonient 
verlagert den Impuls von seiner ôstlichen Lage in nôrdlicber Ricbtung, 
und damit erf *âbrt die Figurenaxe, die im Mittel der Impulsaxe folgt, wie 
von der pseudoregulâren Prâcession ber bekannt ist, eine Ricbtkraft nacb 
ISTorden. Zeigte dagegen der „Siidpok^ der Figurenaxe nacb Osten, so wird 
dieser in gleicber Weise nacb Süden abgelenkt, der Nordpol erfabrt also 
wieder eine Ricbtkraft nacb Norden, so dais in der Tbat die Nordlage 
eine stabile Gleicbgewicbtslage für den Nordpol der Figurenaxe bedeutet. 

Und zwar wird, wie die analytiscben Entwicklungen bestatigen werden, 
dieser Gleicbgewicbtslage bei der jetzigen Anordnung eine verbaltnis- 
mâfsig grofse Stabilitât zukommen, der vorber erwabnten symmetriscben 
Form gegenüber wegen des vergrôfserten Scbweremoments, das in der 
gescbilderten Weise die Einstellung in den Meridian in entsprecbend 
kürzerer Zeit bewerksteRigt; der Foucault’scben Anordnung gegenüber 
ist die Erbobung der Stabilitât anderer Art, nâmlicb eine durcb das 
Vorbandensein der drei Freibeitsgrade bedingte ünempfindlichkeit gegen 
Storungen von nicbt zu langer Période. Das Schéma dieser Stabilierung 
ist nur durcb das Hinzutreten des Scbweremoments, das in gewissem 
Mafse die Freibeitsgrade beeintrâcbtigt, von dem in § 1 (unter IV) be- 
bandelten verscbieden. Die dort béton te spezifiscbe Widerstandsfâhigkeit 
gegen Ricbtungsânderungen âufsert sicb aucb hier nocb im verlangsamten 
Nacbgeben, einer „effektiven Trâgbeit^^, die den Kreisel gegen Storungen 
von nicbt zu langer Période unempfindlicb macbt. Sie verschwindet 
erst für unendlicb grofses Scbweremoment, den Fall des Foucault’scben 
Kreisels, der Storungen nur nocb sein eigenes Trâgbeitsmoment eut- 
gegenzusetzen bat. Die Stabilitât kann nocb verstârkt werden durcb 
geeignete Dâmpfungsvonicbtungen, deren bewundernswürdige Durcb- 
fübrung einen Hauptanteil an dem Erfolg des Kreiselkompasses bat. 

Grofstmôglicbe Erbobung der Stabilitât in der stationâren Nord- 
Sûdlage ist insbesondere erforderlicb wegen der Einwirkung der Scbiffs- 
bewegungen auf den Kreisel. Denn jede Bewegung des Scbiffes be- 
deutet eine Stôrung seiner Gleicbgewicbtsbedingungen, veranlafst also 
Scbwingungen, die in engen Grenzen gebalten werden müssen, damit 
der Apparat praktiscb braucbbar sei. Zwei Fragen sind nun zu béant- 
worten: 1. Wie reagiert der Kreisel auf eine gleicbmâfsige Bewegung des 
Scbiffes? 2. Wie reagiert der Kreisel auf eine Bescbleunigung des Scbiffes? 
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1. Fâhrt das Schiff mit konstanter Gescliwmdigkeit von Ost nack 
West; oder umgekekrt, so ist diese Bewegung gleiclibedeutend mit 
einer kleinen Verringerung, bezw. Vergrofserung der Erdrotations* 
geschwindigkeit. Im ersten Pall ist, angenommen; dais sich die 
stationâre Eaumprâcession eingestellt kat, deren Prâcessionsgesckwindig- 
keit eine geringere als bei rukendem Sckiff; dieser entsprickt eine 
kleinere Kreiselwirkung, der also auck ein kleineres Sckweremoment 
das Gleickgewickt kalten mufs. Die Folge ist dann nur eine etwas 
geringere Erkebnng der Figurenaxe ûber den Horizont. Im anderen FaEe 
wird nmgekekrt die Figurenaxe eine etwas grôfsere Erkebnng annekmen. 
Diese Wirkung ist dieselbe wie beim Übergang zu einer anderen geo- 
grapkiscken Breite und nnsck'âdlich; da sie die Weisung nickt beainflulst. 

Eine Pakrt in der N’ord-Südricktung andererseits ist gleickbedeutend 
mit einer zur Erddrekung kinzukommenden Drekung nm einen âquato- 
rialen Durckmesser, wobei aber die resultierende Axe ans der Erd- 
dreknng und dieser kinzukommenden Drekung wegen der Kleinkeit der 
letzteren wenig von der Polaraxe abweickt. Die sckliefslicke Wirkung 
ist nun, dafs bei der stationâren Raumbewegung die Figurenaxe sick 
in die Vertikalebene durck diese resultierende Drekaxe einstellt. Ihre 
Ricktung weickt also von der Meridianebene ab; jedock, ausgenommen 
in koken Breiten; nur um einen kleinen Winkel. Die Abweiokung, 
die sick westlick bei Süd-Nord- und ôstlick bei Nord-Sûdkurs ergiebt, 
betrâgt z. B. fûr einen mittleren Geschwindigkeitswert; etwa 16 Knoten 
in der Stunde*): 

fûr die Breite: 0^ 20® 40^ 60® 70® 

Abweickung: 1,02® 1,04® 1,33® 2^03® 2;97® 

2. Wir kommen nun zu den Besckleunigungseffekten; die in erster 
Linie beim Übergang von einer zu einer anderen versckieden grofsen 
•oder versckieden gerickteten Geschwindigkeit auftreten. Vermoge der 
bei der wirklicken Konstruktion ausdrûcklick vorgesekenen Dâmpfung 
stellt sick die Figurenaxe, sobald die Geschwindigkeit wieder gleick- 
fôrmig geworden ist, in die neue Gleickgewicktslage ein, wenn diese 
einen genügenden Stabilitâtsgrad besitzt. Durck die Storung der ur- 
sprünglichen Gleickgewicktsbedingungen aber entsteken Sckwingungen, 
deren Amplituden den Betrag der sckliefslick erreichten Abweickung 
übersckreiten konnen. Wie kommen des Nâkeren solcke Sckwingungen 
zu Stande? 

Bei einer Gesckwindigkeitsânderung des Sckiffes in ost-westlicker 
Ricktung bekâlt der Kreisel zunackst seine Raumprâcessionsgesckwindig- 


*) Siehe den pag. 846 zitierten Aufaatz von Schuler, pag. 669. 
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keit bei, da ja das Scbweremoment sicli zunâchst nocli nickt verânderfc 
bat. Da diese nicbt mebr mit der Raumgeschwindigkeit des Schiffes 
ûbereinstimmt, so weicbt der Kreisel aus der Meridianebene seitlich 
ans nnd begimit eine von Nutationen ûberlagerte^ langsanie Horizontal- 
prâcession. Denn eine solcbe mufs immer eintreten, wenn die Gleicb- 
gewicbtsbedingung der Raumpracession (pag. 849) gestort wird, wie bei 
rubender Erde jeder Anstofs eine psendoregulâre Horizontalprâcession 
bedingt. Dabei ist eine genûgende Grôfse der Ricbtkraft nacb dem 
Meridian erforderlicb, damit die Figurenaxe nicbt eine vollstândige 
Prâcession ausfûbrt, sondern nacb einem kleinen Ausscblag in einer 
Scbwingung um die neue Gleicbgewicbtslage in den Meridian zurückkebrt. 
Wir werden diese Forderung nocb quantitativ zu prâcisieren baben^ be- 
merken aber im Voraus, dafs scbon wegen der Kleinbeit der Storung 
diese Ansscblâge sebr klein sind neben den gleich zu besprechenden Aus- 
scblâgen bei der nâmlicben Gescbwindigkeitsanderung in Ricbtung des 
Meridians und daber praktiscb nicbt in Betracbt kommen. Übrigens 
sind sie aucb desbalb 'weniger wesentlicb, weil die Scbiffabrt im AU- 
gemeinen nicbt auf Breitenkreisen, sondern auf grofsten Kreisen erfoigt. 

Die Bescbleunigung des ünterstûtzungspunktes ist nacb den 
bekannten Trâgbeitsgesetzen einer am Scbwerpunkt angreifenden, ent- 
gegengesetzten Kraft âquivalent. Pûr eine Ost-Westbescbleunigung ist 
deren Moment um die Figurenaxe gericbtet und daber unwesentHcb. 
Fur eine Nord-Sûdbescbleunigung dagegen wirkt ibr Moment um die 
Knotenbnie und bat, wie das Scbweremoment, in letzter Linie eine 
psendoregulâre Horizontalprâcession zur Folge, die zunâcbst so lange 
andauert, als die Bescbleunigung wâbrt. Es ist erforderlicb, dafs 
wâbrend der Andauer der Bescbleunigung der Gesamtbetrag dieser 
Prâcessionsbewegung innerbalb praktiscber Grenzen bleibt. Übrigens 
ist diese Abweicbung stets nacb derselben Seite gericbtet, wie die der 
nacbber sicb einstellenden neuen Gleicbgewicbtslage (vgl. oben), so 
dafs fûr die nun residtierende Scbwingung nur die Differenz dieser 
beiden Abweicbungen als Amplitude in Betracbt kommt. 

Bescbleunigungen des Scbiffes, und zwar im Meridian und senk~ 
recbt dazu, kommen bei jeder Wendung in Prage. Daber stebt die 
Figurenaxe an einer Kurve nicbt vôUig still, wie die Magnetnadel^ 
sondern sie macbt kleine Scbwingungen, und nur wenn diese genügend 
klein sind, lâfst der Kreiselkompafs die Kurve richtig erkennen. 

Neben den absicbtlicben Bescbleunigungen des Scbiffes kommen aber 
aucb aile unregelmâfsigen Bewegungen ganz wesentlicb in Betracbt, wie 
Scbwingungen des Scbiffes und der Kreiselunterlage. Da es sicb bei 
solcben Stôrungen stets um kurzperiodiscbe bandelt, so konnen sie, nacb 
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den bekannten Resonanzprinzipien, dadurcli tmscliâdlicli gemacht werden^ 
dafs die Eigenscliwiügungsdaiier des Kreisels grofs gew*âlilt wird. Dies 
wird nun gerade durch die schon genannte effektiye Trâgheit des Anschutz’- 
schen Kreisels erreichty olrne dafs es deskalb notig ware, zu gi’ofse nnd 
tecbnisch nacbteilige Massen anzuordnen. Die Grôfse der Schwinrano-s- 
dauer ist aber andererseits naturgemâfs beschrânkt durch die Forderung^ 
dafs der Kreisel bei einer grôfseren Storung nicht zu lange braucht^ um 
seine Gleichgewichtslage zu eiTeichen. Bei dem Anschûtz-K*âmpfe’schen 
Apparat ist als günstiges Mittel eine Schwingungsdauer von 70 Minuten 
gewâhlt, und überdies werden durch kardanische Hangung des .ganzeii 
Systems üufsere Stôfse nach Môglichkeit von vornherein abgeschwacht. 
In der durchaus notwendigen Lange der Schwingungsdauer scheint 
insofern eine Schwierigkeit *) zu liegen, als eine so langsame Schwin- 
gung nicht unmittelbar dem Auge als solche kenntlich ist. Kun ist 
aber jede Schwinguug, wie wir noch sehen werden, mit einer gleich- 
periodischen geringen Hebung und Senkung der Figurenaxe verknüpft, 
die durch eine empfindliche Libelle auf der Kompafsrose angezeigt 
wird und dem Steuermann die augenblickliche Mifsweisung des Kom- 
passes, das Vorhandensein einer Schwingung, zu erkennen giebt. Bei 
einer gleichzeitigen Wendung wird aUerdiugs die Libelle für diesen 
Zweck vorübergehend unbrauchbar, da dann durch die Zentrifugalkraft 
ihre Gleichgewichtslage gestort wird. 

Wir haben des Weiteren den Bewegungsverlauf analytisch darzu> 
stellen, Bei der Berechnung der Kreisel wirkungen machen wir wieder^^) 
die Annahme, dafs die Impulsaxe mit der Figurenaxe zusammenfalle, 
vernachlâssigen also den Impuls, welcher der Bewegung der Figurenaxe 
um die Erdaxe und relativ zur Erde entspricht, neben dem Rotations- 
impuls um die Figurenaxe. Als wirkende Momente haben wir dann 
das Schweremoment und die Kreiselwirkungen, die von den Raum- 
bewegungen der Figurenaxe herriibren, anzusetzen. 

Es bezeichne die Erhebun^ der Fmurenachse über den Horizont, 
und zwar bedeute positives d" eine Hebung der Seite, von der ans die 
Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt, also des „Nordpols ^^5 
^ die westliche Abweichung des Nordpols von der Nordriobtung S N. 
P sei das Schweremoment für den Ausschlag y, also Psind' für den 
Ausschlag B das Tragheitsmoment des ganzen Systems um die 
vertikale Axe, A um die horizontale Bjiotenlinie, N der Eigenimpuls. 

*) Ygl. die Diskussion zu dem pag. 846 zitierten Yortrag von Anschûtz. 

**) Wie § 1 dieses Kap. unter I und H. Ygl. auch die fniheren Nâlierungs- 
formeln über pseudoregulâre Pracession in Kap. Y, die wesentlich auf dieser An- 
nahme beruhten. 
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In J. und 5 sind aufser der Masse des Schwungringes die Massen der 
AafhangeTorrichtung einbegriffen, sowoit sio an der Bewegung der 
Scbwungrmgaxe teilaebmen. A isfc konstaiit, ,/>' kaim bei kleinen Er- 
bebimgen • 9 ' anniibernd als konataut angesehcn wenlen, für die Konstara 
von iV sorgt der Antrieb. Ferner sei co <lie Winkelgescliwiudigkeit 
der Erde, g> die geographisclie Brcite. Die Erddrehuug zcrlegen vrir in 
die Komponeuten œ siny um die Vertikalo uiul Mco.sfp uin die horizon- 
tale N'ord-Südrichtung. 

Diese Drehkomponenten gebeu Anlafa zu Kreiaelwirkungen, deren 
Axe senkrecht auf der fraglicheu Drehaxo und der Impuleaxe steht. 
Eine einfache geometriache Überlegmig gibt für dièse die folgenden 
nach der Formel (II) des § 1 berechiieteu Werte: 

Um die Knotenlinie: 

X = Xœ (sin 9 cos ■9' — cos <p sin îl cos ip). 

Um die Vertikale: 

X' == — Nco cos <p cos '9- sin 

Von der Bewegung relativ zur Erde rührcn die Kreiselwirkirngen ber: 

Um die Knotenlinie: 

X^ ^ cos 9-. 

Um die Vertikale: 

X{ » - N co s 9. 


Daher sind die Bewegungsgleichungen: 
d’9 


( 1 ) 


A =« Nœ (sin 9 cos — cos 9 sin d- cos 

P sin-O- 


w 


+ A^-^|co8 9- 


(W 


Nm cos (p COB# Bmij; N cos #. 


Wir "besclifànkeii uns nun auf solehe Bewegimgen, boi deneU; wie 
es dem Zwecke des Krciselkompaases entspriclit, die Erhebung # be- 
stândig selir klein bleibt, vernachlilssigcn ako # neben endlichen 
Grofsen, wahrend Nœ selbst als kleine Groke erster Ordnung an- 
zusehen ist. Die Reehtfertigung dieser Vernachlassigung liegt in der 
verhâltnismâfsigen Grôfse des SchweremomontS; das alnilich wie beim 
Foucaulfscten Horizontalkreisel eine nachgiebige Filhrung in der Nâhe 
der Horizontalebene bedeutet. Die Gleichungen ( 1 ) werden dann*^): 

( 2 a) A~==‘ Na sincp + N — l*d-, 

(2 b) B ~ = — VcD cos 95 sin — jV ■ 

*) In Übereinstimmung mit den Grundgleichungcn (4) in dem zitierten Auf- 
satz von 0. Martienasen, Physik. Ztschr. Bd. 7 (ISOfi) pag. 686. 
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Ans (2 a) erhalten wir clurch Différentiation und Einsetzen von — 

dt 

ans (2 b): 

(3) NA^ = (N^+PB) ^ + PNco cos <p sinip . 

Andererseits wird nacb zweimaliger Différentiation von (2 b): 

(Sa) 

Ans (3) nnd (3 a) würden wir offenbar dnrcb Addition eine 
Schwingnngsgleichung vierter Ordnnng für die Koordinate erhalten^ 
die also eine tJberlagernng zweier Scbwingnngen bedentet, nnd zwar^ 
wie wir sogleicb hier zufügen, einer langsamen nnd einer schnellen, 
die wir als Prâcession und Nntation anffassen kônnen. Diese zwei 
Scbwingnngen sind ihrerseits der Ranmpr'âcession nberlagert, die sich 
dnrcb konstante Werte von Tjj nnd ansdrncken mnfs, nnd zwar nacb 
den Gleichnngen (2) dnrcb die Werte: 

./ A a Boeing? 

P 

Die Fignrenaxe weist also in dieser Gleicbgewicbtslage nacb Norden^ 
nnter kleiner Erbebnng ûber den Horizont; dâ Nœ immer klein ist nnd 
P genügend grofs gewâblt werden kann. 

Die beiden Scbwingnngen betracbten wir nnn gesondert. Handelt 
es sicb nm eine langsame Scbwingung um die Gleicbgewicbtslage, so 
ist die Gl. (3) angenâbert in bekannter Weise dnrcb die folgende Gl. (4) 
zn ersetzen: 

(4) (JV* + PB) ÿ+ PNo) cos 9 sin ^ = 0, 

die wegen der relativen Kleinbeit von FNco nnd Grôfse von that- 
sâcblicb eine langsame Scbwingung darsteUt.*) 

Dieser langsamen Scbwingung überlagern sicb nocb rascbe Nnta- 
tionen, die man bei Berücksicbtigung der bisber gestrichenen Glieder 
erbâlt. Setzt man nâmlicb 

^ = <^0 + J 

*) Entnehmen wir nâmlich die Grôfse der linken Seite von (3) aus (3 a), sa 
wird sie durch zwei Glieder ansgedrückt, die einzeln klein sind gegen zwei Glieder 

der recbten Seite. Denn es ist AWco — obne Weiteres neben zu 

vernacbfàssigen, ferner fur die langsame Scbwingung (4) AB von d^ Ord- 
nung also neben zu vernacblassigen. Die Lôsung def^ 

Gleicbung (4) stellt also in der Tbat eine Nâberungslôsung aucb für die Gl. (3) dar. 



IX. Technische Anwemlunjjjen. 


856 

wobei ipo der Gl. (4) genügen soU, so erhîLlt maii für kleiae Ab- 
weicbungen ipi (3) und (3 a) durcli Elimiiiatioiv von Q- die Gleichung: 

(5) '^dr-' 

+ PNco cos 9 cos tpQ • — 0. 


Setzt rnaii = ae^\ so miils 1 tler (Heichung viorteri Grades 


genügen: 
(5 a) 


ABl^ + {ANa cosq> cos + Pli)l^ 

+• PNg> coh çp cos il^Q 0. 


Bei genügend grofsem Werfc von N ist tlieee Gleicliuug immer für 
einen grofsen negativeu Wert von eriiUlt, den luau hiivreichend 
genau bei Vernaehlassigung des absoluten GlitHles in (5 a) zu 


X 


2 

1 


AB 


erbâlt. Diese grofse Frequonz entspricht in der l^hat den rascben 
Nntationen der Figurenaxe bei der pHeudorc^gnliiren l^racession. Die 
anderen beiden Wurzeln von (5 a) dagegen fallen klein ans und ent- 
sprechen der vorangestellten langsamen Btdiwingung. 

Die Übereinanderlagerung der beiden Schwingungen atellt die 
voUstândige nâherungsweise Ldsung des Systt^ins (2) dar.^) Für die 
rascben Nutationen bleibt, wie von der pseudoregulüren Pracession ber 
bekannt, die Scbwingung in %' von der Grdlsenordmmg derjenigen 
von Wir baben nocb zxx bestatigen, dais, wegen des verhaltnis- 
niâfsig grofsen Scbweremoments, das die Figurenaxe in die Horizontal- 
ebene drângt, der Winkel 'ü’ auch für die langsainen Schwingungen 
wirklicb immer klein bleibt. Ans (2 b) folgt: 

"" d'8' * . B d" 'ip 

s -^ = <DC089sm^ + ^ • 

oj an sicb und ^ jodcnfalls fllr dio UuigHamo Scliwin- 
klein, also bleibt S' zvsrischen angen Grenzen. Der aicbtbare 
Scbwingungscbarakter wird daber eine langeame horizontale Scbwin- 
’ g^gi die von einer gleicbperiodischen VartikalHchwingung von sebr 
zkt^er Ampbtude begleitet ist. Wegen der Kleinheit von d^xjjldt^ 
~_sind macb (2 b) beide Schwingungen in der I^hase uni eine Viertel- 

~ ^ Wir würden natürlicb unmittelbar diese Übereinanderlagerung von zwei 

^ScbwiSgungen erkalten haben, wenn wir in don Gleîchungen (2 a) und (2 b) auch 
-als klein vorausgesetzt hütten. Docb ist diese Varnacblilssigung nicht immer (z. B. 
für die erste Einstellnng des Kreisels) berecbtigt. 
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wellenlânge verschobeii; so dafs die Kreiselspitze eine flaclie Ellipse 
besclireibt, mit der grofsen Axe im Horizont, der kleinen im Meridian. 
Die letztere ist aber so klein, dafs die Pigurenaxe in der Tbat wie eine 
horizontal scbwingende Magnetnadel erscheint. 

Da bei diesem Scbwingnngsvorgang die rascben Nntationen yer- 
nacblâssigt sind, die in Wirklichkeit auch, wobl weil sie rascb ab- 
klingen, sicb nicht fiiblbar macben, so bandelt es sicb hier, nnseren 
TorangesteUten Behauptungen entsprecbend, um die aUerdings durcb 
die Erddrebung ungleichfôrmig gemacbte Horizoïitalprâcession. Man 
kann sie als langsam verânderlicbe regulâre Prâcession anffassen, bei 
der das wegen der wechselnden Erhebung yerânderlicbe Schweremoment 
der Impulsverlagerung das Gleicbgewicbt bâlt. Sie ist hier der Raum- 
prâcession ûberlagert und daher ungleiebfôrmig geworden, w'âhrend sie 
bei verschwindender Erddrebung in eine gleicbfôrmige Horizontal- 
prâcession mit dauernd gleicber Erbebnng ûberginge. 

Nacb der Gl. (4), die, in den Dimensionen einer Scbwingungs- 
gleicbung gescbrieben, lautet: 

(4) + Nm cos ç) sin^ = 0,' 


scbwingt der Kreisel wie eine Magnetnadel mit der „Ricbtkraft^‘ 
(eigentlicb dem Moment der Ricbtkraft) Nœ cos çp. Der ïrâgbeit der 
Nadel entspricbt hier eine effektire, die aus dem Trâgheitsmoment JB 
und einer scbeinbaren „Trâgbeit der Horizontalprâcession^^, zu- 

sammengesetzt ist. Die letztere yerscbwindet fur unendlicb grofses P, 
d. b. wenn die Figurenaxe, wie beim Foucault’scben Kreisel von zwei 
Freibeitsgraden, in die ïïorizontalebene gebunden ist, und die GL (4) 
gebt dann eben in die Scbwingungsgleicbung dieses Horizontalkreisels 
über (s. pag. 748, GL (4)). Dieses effektive Trâgbeitsmoment, das aber 
bei genügend grofsem Eigenimpuls weit über das ursprüngliche Trâg- 
beitsmoment B ûberwiegt, macbt den Kreisel von drei Freibeitsgraden 
in erbôbtem Mafse unempfindlich gegenûber âufseren Stôrungen von 
nicbt zu langer Période. 

Die Scbwingungsdauer der Bewegung ist für kleine Scbwingungen: 


( 6 ) 




+ PB 
PNco cos qp 


; 


sie wâcbst also bei grofsen Werten des Eigenimpulses mit diesem 
wie ŸN/Pco. Man bat daber in der Wabl des Eigenimpulses wie aucb 
des Scbweremomentes ein Mittel, die Scbwingungsdauer zu regulieren, 
wâbrend die Grôfse von J5 praktiscb unwesentlicb ist. 

Klein-Sommerfeld, Kreis elb ewegung. 
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Um den Kreisel nnempfindlicli gegen âufsere StÔrungen zu machen, 
ist eine recht lange Schwingungsdauer erforderlich, die hier durch einen 
grofsen Wert des Impulses erzielt wird. Dagegen ware beim Foucault’- 
schen Xreisel eine Verlângerung der Schwingungsdauer nur durch un- 
liebsame Vergrôfserung des Trâgheitsmomentes JB oder unzurâssig Heine 
Werte des Impulses N 7ai erreichen. 

Die Gl. (4) giebt aber bekanntlich wie beim Pendel nur fûr ge- 
nügend Heine Anstôfse eine wirkliche Schwingung. Die vorher mehr- 
fach gesteUte Frage, fûr welchen Anstofs der Kreisel eine dauernd gleich- 
sinnige Horizontalprâcession wirklich ausführt und nicht schwingend 
in die Gleichgewichtslage zurûckkehrt, ist nun mit der auch beim ein- 
fachen Pendel aufzuwerfenden Frage identisch: 

„l8t die Bewegung eine periodische Schwingung oder erreicht das 
Pendel den hôchsten Punkt und bewegt sich also bestandig im gleichen 
Sinn?" 

Die Antwort liefert hier wie dort der Energiesatz. Durch Multi- 
plikation mit ^ und Intégration folgt ans (4): 


( 7 ) 




/dij) 


wobei die Winkelgescbwindigkeit für ^ = 0 bedeutet. Die 

Figurenaxe macht keinen ToUen Umlauf, d. b. erreicht den Wert = % 


nicht, wenn 

d. i. 

( 8 ) 


fd'ip'Ÿ ^ 4 , P N CO COB cp 
\dt)o^~N^ + PW' 

( dip \ 

\dt >0^ T' 


Praktisch ist die obige Forderung aber noch yiel zu weit gestellt^, 
da bekanntlich bei grofsen Ausschlâgen die Schwingungsdauer wie 
beim Pendel nicht mehr nach der Formel (6) zu bemessen ist^ sondern 
viel langer, fûr den Grenzfall, da6 ^ wird, sogar unendlich aus- 
fâHt. Daher sind nur viel Heinere Ausschlâge zuliissig als der durch 
die Formel (8) gegebene. 

In dem Fall einer westôstliehen Geschwindigkeitsanderung des 
Schiffes ist unmittelbar kinematisch zu entnehmen. Es sei Ao die 
zusâtzliche Winkelgeschwindigkeit um die Erdaxe, die der Ànderung der 
Schiffsbewegung entspricht und die wir uns der Einfachheit wegen als 
momentan erfolgend denkeu. Nach Gl. (2 a) gilt, bei Vernachlâssigung der 
Nutationen, also des Gliedes nach der Geschwindigkeitsanderung: 

W(o3 + Acî) sin 9 -h — Pâ- = 0 . 
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Da vor der Gescliwindigkeitsânderung Gleicligewiclit bestand, so war 

— Nœ sing? === 0, 

dater, weil d" zunâchst ungeândert bleibt, 

d. b. die Figurenaxe setzt zunâcbst mit der ibr vor der Bescbleunigung 
eigenen Gescbwindigkeit die Raumprâcession fort und weicbt entsprecbend 
aus dem Meridian ans. 

Die (allerdings zu weit gefafste) Bedingung (8), dafs der Ekeisel 
in dèn Meridian. zurückkehre, wird dater: 

Aœ sing? <^. 

Bei dem Anschûtz’scben Instrument ist T ^ 10 min gewâblt, 
wâbrend Aœ einen kleinen Bruchteil der Erdgeschwindigkeit betrâgt. 
Nebmen wir etwa 

. 1 1 27t . 1 

^“’“iô®=ÏÔ24r6Ô““ 


und die geograpbiscbe Breite zu 45® an, so ist 


A(Dsin9=*=^ 


wâbrend 


25r 


80 24 • 60 


y 2 min‘ 


4 c 0 t 

160000 


mm“ 


4:7t 

~T 


4:7t 

70 


mm 


betrâgt; unsere Bedingung (8) ist also durcbaus erfüllt. Es besteht 
dater hier keine Gefahr, dafs eine west-Ôstlicbe oder ost-westlicbe 
Bescbleunigung zu einer Horizontalprâcession von erbeblicbem Ausscblag 
Anlafs gâbe. 

Aus der Energiegleicbung (7) und der gefundenen Anfangs- 
gescbwindigkeit — Aœ sin g? ist dieser Ausscblag, wirklicb 

zu entnebmen. (Die Bezeicbnung soR auf Bescbleunigung im Breiten- 
kreis binweisen.) Es ist zu setzen = = 0 und folgt dann 


angenâbert: 


cos i/;. == 1 


N sin-œ . ç, 

^ ~Aœ% 

2Pû) cos qp ^ 


oder, da es sicb um einen kleinen Winkel bandelt, also 

cosi)^ = 1 — 

gesetzt ■werden darf: 


= A 03 sin g? 


N 


Pco cos g? 

Der Ânderung Aœ der Winkelgescbwindigkeit entspricbt die 
linearé Gescbwindigkeitsânderung 

A^; = AoîP cos g?, 
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wo B dea Erdradius bezeichnet. Also ist Kchlielslich: 

, ■û.j) , t/ A' 

ji y (p 

Wir berechnen nun uocli den balliatischen Ausschlag, der der 
nâmlicbea und ebenfalls als niomentan angonoiumeneu GcBcliwindig. 
keitsânderung Av, aber jotzt irx der Riidituiig des Meridians, entspricbt. 
Eine solebe âufsert sich nach pjig. 852 zmiiichat in eineni um die 
Knotenlinie wirkenden Moment. Ilire bdzte Wirkung ist eine Hori- 
zontalprâcession unter Beibelialtung der vertikalen Erbebung, wenigstens 
mit grofser Annâberung; daber kebrt nac.b Auflidren der lîesehleunigung 
der Kreisel scbwingend in die Rvdielagc^ zurilck, obne die Priiceasion 
fortzusetzen. Es kommt also hier nur darauf an, den ganzen Aus- 
scblag innerbalb genügend cngor Grenzen zn halten.*) 

Ist Q das nacb pag. 847 borecbnete Monumt der Besebleunigungs- 
drucke um die Knotenlinie, also 



wo y die Bescbleunigung bezeicbnet, so addiert sich Ç in Gl. (2a) zu 
dem Scbweremoment Ptt, wiibrend das O lied A ■ d'-ÿ' filr die Hori- 
zontalprâcession zu streicben ist. Soniit wir<l 

N(o sin f - i'# + Q + 0. 

Die beiden ersten Glioder beben .sicdi hier auf wt'gen der Gleicb- 
gewicbtsbedingung der Raumpriicession, die filr die in Ibitracbt kommende 
Erbebung erfüUt ist, wenn die Bescbleunigung ni(-bt zu lange andauert. 
Es bleibt also , 

«v» ç 

d t ^ A' ’ 

daber wird der gesamte Ausschlag (ÿ',„ weist auf Be.scblftunigung im 
Meridian bin) 

h 

At? «3 I 

unter und die zeitlichen Grenzen der litîecddeimigung Terstanden. 

Der Ausschlag kann also durch Wahl <ler KonBkruktionagrôfsen 
und zwar gerade wieder der SchwinguugsdauiT^ die von N/ P al)liângt; 
fur aile FâUe auf ein geeignetes Mais herabgednlckt werden. Der 

*) Siehe fûr die folgende Eechnung Bchuler, L v. pag. 569 . 
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vorher bereclmete Ausscblag bei ost-westlicber Bescbleunigung, 
wird, auf Grùnd der spâter angefûbrten Mafse des Anscbûtz^scben 
Âpparates berecbnet^ für nicbt zu bobe Breiten viel kleiner, nâmlicbi 
weniger als 1/100 dieser Ablenkung ist daber in der Tbat prak- 
tiscb nicbt zu berûcksicbtigen. 

Die Stabilîtât des Kreisels wird nocb erbobt durcb die Dâmpfang 
der Scbwingungen, die wir in der GL (4) durcb ein scbematiscbes 
Zusatzglied + Dd'iljldt berûcksicbtigen konnen. Bei dem Anscbûtz’scben 
Apparat ist die eigentlicbe Reibung natürlicb auf ein Minimum be- 
scbrânkt, um die erforderlicbe Beweglicbkeit des Kreisels nicbt zu 
bindern. Die künstlicbe Dâmpfung wird dort mittels einer sinnreicben 
Pendelvorricbtung durcb ein âufseres um die Vertikale wirkendes 
Moment erreicbt, das durcb den vom Kreisel erregten Luftstrom erzeugt 
wird. Die Vorricbtung ist so getrofifen, dafs das Moment der Erbebung 
der Pigurenaxe ûber die Gleicbgewicbtslage im Meridian, also nacb 


GL(2a), bei Yernacblâssigung yon -O’", der augenblicklicben Prâcessions- 
gescbwindigkeit proportional wirkt, wie es zur Dâmpfung erforderlicb 
ist. Die Anscbütz’scbe Anordnung bat übrigens bei Breitenânderungen 
eine kleine Abweicbung ans dem Meridian in der Gleicbgewicbtslage zur 
Folge und in geringerem Grade aucb bei ScbifPsbewegungen^ die bei 
Benutzung des Kompasses bekannt sein mufs. 

Bei der tecbniscben Ans- JTr 

fûbrungist die horizontale Gleicb- ^ 

gewicbtslage der Axe, die wir 
scbematiscb durcb ein Über- 
gewicbt am inneren Ring des 
kardaniscben Gebânges bescbrie- 
ben, durcb Auf bângung an einem 
Schwimmer erreicbt. Dadurcb 
bat der Kreisel die erforderlicben 
drei Freibeitsgrade, und die Rei- 
bung ist auf ein Mindestmafs 
bescbrânkt. Fig. 134 zeigt die 
scbematiscbe Anordnung: Der Scbwungring ist in dem Gebâuse $ gelagert, 
dessen Form die horizontale Figurenaxe und die vertikal stebende Scbwung- 
ringebene erkennen lafst. Das Gebâuse s ist durcb das Verbindungsstück d 
mit dem Schwimmer i starr verbunden. Dieser ist in einem ringfôrmigen, 
mit Quecksilber gefûUten Gebâuse h beweglicb. Das ûber die Ring- 
ôffnung hinûbergefübrte Verbindungsstück trâgt, starr befestigt, oben 
die Kompafsrose &; der Scbwerpunkt des ganzen Systems liegt unter- 
balb vom Metazentrum, d. i. annâbernd dem Scbwerpunkt des ein^ 



Vig. 134. 

/; Stromzuführung. 
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getauchten Teils, so dafs die Gleichgewichtslage aucli ohne Rotation 
stabil ist. Für die kleinen Tertikalen Erhebungen des ganzen Systems 
um die Knotenlinie ist genügender Spielraum gelassen. 

Der Durchmesser des Kreiselrades betrâgt 14,8 cm*), sein Trâgheits- 
moment um die Rotationsaxe 136000 grcm^. Die XJmlaufsgesctwindigkeit 
wird durcb einenDrebstrommotor konstant gebalten, auf 20000 Umlâufen in 
der Minute. Daraus berechnet sicb der Impuls zu .N'=28 ■ 10’grcm®sec~^. 
Das Scbweremoment P betrâgt 15 ■ 10® gr cm^ sec~^, entsprechend 
einem im Abstand 10 cm Ton der Axe angebrachten Übergewicbt von 
1500 gr. Das Moment der Ricbtkraft des Kompasses, N’a cos <p, ist 
dann, fur die Breite von Kiel berechnet, rund 12000 gr cm^ sec“^, sein 
sclieinbares Tragheitsmoment um die Vertikale = 52 • 10^ gr cm^. 
Neben dieser sclieinbareu Tragheit der Horizontalprâcession kann das 
wirkliche Trâgheitsmomeut B, das von der Grôfsenordnung des Trâg- 
heitsmoments um die Rotationsaxe sein wird^ ganz vernachlassigt werden. 
Die daraus sicb ergebende Scbwingungsdauer wird^ wie scbon erwâbnt, 
etwa 70 Minuten. Aile Einzelheiten der Konstruktion, insbesondere 
elektriscber Antrieb, Scbmierung der Kugellager usw. sind natürlicb 
aufs sorgsamste durcbgearbeitet, wie ûberbaupt der Apparat ein Meister- 
werk der Feinmechanik darstellt. 

Der Anscbûtz’scbe Kreiselkompafs ist nicbt nur in der deutscben, 
sondem aucb in der engliscben und ôsterreicbiscben Marine eingefübrt. 
Jedes Scbiff bat einen an drei Stellen des Scbiffes automatiscb ab- 
lesbaren Kreisel und einen Reservekreisel. Es sind die Ergebnisse von 
mebrwôcbentlicben Versucbsfabrten verôfiPentlicbt worden, bei welcben 
der Scbwungring obne Unterbrecbung mit konstanter Umdrebungszahl 
lief und etwa eine Milliarde ümdrebungen zurückgelegt bat. Die Ab- 
weicbungen aus dem Meridian erreicbten, nacbdem sicb die Kreiselaxe 
in den ersten zwei bis drei Stunden einmal in den Meridian eingestellt 
batte, wâbrend der ganzen Zeit nur wenige Grade. 

Wir selbst batten Gelegenheit, den von Herrn Anscbûtz im 
deutscben Muséum in Müncben aufgestellten Kreiselkompafs in Tbâtig- 
keit zu seben und seine sicbere Einstellung in den Meridian in ver- 
baltnism'àfsig kurzer Zeit zu beobachten. Besonders auffallend war die 
Rube der Rosenstellung aucb gegenüber starken âufseren Erschtitterungen. 
Gewisse unerwünscbte ablenkende Wirkungen baben nacb Angaben von 
Herrn Anscbûtz nur periodiscbe Erscbûtterungen von fester Ricbtung, 
deren Axe nicbt mit der Nordricbtung zusammenfâllt, wie sie etwa 

) Ans einer von Herrn Ansckütz uns gütigst überlassenen Konstruktions- 
zeichnung entnommen. 
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durch. die RoUbe'yregungen des Schiffes übertragen werden konnen. 
Docb ist deren Wirkung durch Aufbângen des ganzen Systems an sebr 
langen Federn ausgeschaltet worden. 

Ans Allem ist zu entnebmen, dais der Kreiselkompafs in der Tbat 
einen wirklicb brauchbaren Ersatz für den Magnetkompafs bietet. AUer- 
dings dürften die vorlânâg sebr boben Kosten der Einfübrung bei der 
Handelsmarine znnâcbst im Wege steben"^) und sein Verwendungsgebiet 
der Hauptsacbe nach auf die Kriegsmarine bescbrânken^ für die nacb 
den eingangs gescbilderten Verbàltnissen ein nicbt-magnetiscber Ricb- 
tungsweisèr geradezu eine Lébensfrage bildet. 

#• 

§ 8. Stabilitât des Tabrrads. 

Die wesentlichste Frage bei der Konstruktion der modernen Zwei- 
râder, die nacb der Energie, die der Fabrer zur Erzielung der verbâltnis- 
mâfsig grofsen Gescbwindigkeit aufwenden mnfs, ist tbeoretiscb yielfacb 
bebandelt worden.*) **) Die grôfsere Energieersparnis, sowie die leicbtere 
Lenkbarkeit sind der wesentlicbe Vorteil des Zweirades vor dem Drei- 
rade. Mit den genannten Vorzûgen ist aber der Nacbteil yerbunden, 
dafs in der anfrecbten Stellang der Scbwerpunkt sicb in labilem Gleicb- 
gewicbt befindet. Uin die Gleicbgewicbtsiage bei âufseren Stôrungen 
dennocb einbalten zu kônnen, ist eine Erlernung des Radfabrens nôtig, 
die allerdings durcb besondere Konstruktionen des modernen Fabrrads 
erleicbtert wird. 

Tragen nun mr Stabilierung der aufrecMen Lage bei genügender 
Qeschwindiglieit auch die Kreisélwirkmgen der rotierenden Ràder in 
nennenswertem JBetrage bei, indem, in der berkômmlicben Bezeicbnungs- 
weise, die Rotation saxen bestrebt sind, ibre Ricbtnng im Raume bei- 
zubebalten? Im Hinblick auf die geringe Masse der Râder gègenüber 
der Masse des ganzen, von Fabrer und Rad gebildeten Systems mocbte 
man eine solcbe Wirkung bezweifeln. Und offenbar liegt es aucb nicbt 
in der Absicbt des Fabrikanten, sie zu verstârken, da ja sein Bestreben 
dabin gebt, im Interesse der Energieersparnis aUe Teile dés Fabrrads 
môglicbst leicbt zu bauen, wâbrend eine Vergrôfserung der Radmassen 
der Stabilierung durcb Kreiselwirkungen zu statten kâme. 

Jedenfalls müssen wir aucb an dieser Stelle betonen, dafs die Kreiseb 
wirkungen nur dann in Kraft treten kônnen, wenn das System die 

*) Vgl. die Diskussion zu. dem eingangs zitierten Yortrag von Anscliûtz in 
der ScMfFbautechnischen Gesellscliaft, Jakrbuch X, pag, 361. 

**) Ygb Encyklopadie der math. Wiss. Bd, lY, Nr. 9 (Walker, Spiel und 
Sport), pag, 149. 
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genügenden Freiheitsgrade besitzt Für ein „Einrad“ d. h. eine einzelne 
rollende Scheibe, ist die Stabilierung zweifellos moglich, wie die tbeo- 
retiscbe Berecbnung in Übereinstiminung mit der ErfaBrung bestâtigen 
wnrde. Bei genügender Gescbwindigkeit ist die rollende Bewegung 
einer solcben Scheibe bei vertikaler Ebene stabil."^)- Hier kann die 
Bewegung als fortscbreitende Bewegung des Scbwerpunkts^ yerbunden 
mit einer Kreiselbewegung um den Scbwerpunkt, aufgefafst werden,. 
und die letztere ist ja ans den früberen Untersuclmngen dieses Bucbes. 
als stabil bereits bekannt. 

Die relativ grôfste Âbnlicbkeit mit einer einfachen Scbeibe battem 
die^nrsprünglicb vielgebraucbten „Hocbrâder^^, bei denen zu dem grofseui 
Vorderrad, das der einzelnen Scbeibe entspricbt, nur ein kleines Hinter- 
rad tritt^ um den Sitz des Fabrers zu stützen und die Lenkung zut 
ermdglicben. Das Hinterrad würde aber die Zabi der Freibeitsgrade- 
des Systems um eins yermindern und dadurcb die Stabilierung unmog- 
licb macben, wenn niclit die drebbare Lenkstange die Verdrebung der 
Vorderradebene gegen die des Hinterrades erlaubte. Bei Feststellung 
der Lenkstange batte das ganze System nur nocb zwei Freibeitsgrade, 
das Umkippen um die horizontale Spurliuie und die mit Raddrebung 
yerbundene Vorwârtsbewegung, und damit fiele jede Môglicbkeit der 
Stabilierung durcb die Kreiselwirkungen fort. Das beutige Zweirad nun 
ist nur in den Grofsenyerhaltnissen yon dem Hocbrad yerscbieden; die 
beiden Râder sind gleicb grofs und die Masse der Rader ist yiel kleiner 
im Verbâltnis zur Gesamtraasse. Daber wird aucb der Einflufs der 
Kreiselwirkungen abgescbwâcbt. 

Der dritte Freibeitsgrad^ die Drebung um die Lenkstange, ermog- 
licbt aber nicbt nur die Kreiselwirkungen, sondern aucb die Hilfen, 
die der Fabrer zur Aufrecbterbaltung des Rades selbst geben kann und 
die der gelernte Fabrer unwillkûrlicb anwendet. Die ursprünglicbe 
Tbeorie des Fahrrads, die yon Rankine berrübrt*^), berücksicbtigte 
nur diese, yom Fabrer selbst ausgefûbrte Stabiliei*ung. Neigt sicb etwa 
das ganze Rad auf die recbte Seite, so wird der Fabrer das Vorderrad 
nacb eben dieser Seite dreben und dadurcb das Rad zwingen, nacb 
rechts auszubiegen. Die durcb die Wendung entstehende, im Scbwer- 
punkt angreifende Centrifugalkraft bat ein Moment um die Spurlinie, 
das die Radebene wieder aufricbtet. Um nun ein Überfallen nacb der 
linken Seite zu yermeiden, mufs der Fabrer die Lenkstange wieder 
nacb links dreben usw. Gerade weil aucb diese künstlicbe Stabilierung 
die Existenz des dritten Freibeitsgrades, der Drebung um die Lenk- 

*) Ygl Carvallo, Joturn. de TEcole polyt. 2. Ser., 6. Heft, 1900. 

**) Theory of bicycle, Engineer 1869, 
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staBge, notwendig voraussetzt, ist es scliwer zu entscheiden^ welcter 
Anteil an der Stabilierung auf die Kreiselwirkungen, welcber auf die 
unwillkürliclien Bewegungen des Pabrers entfâllt. Gegen die bedingungs- 
lose Annabme dieser Tbeorie wird der Pabrer einwenden, dafs er sicb 
durcbaus nicbt einer bestândigen Fûbrnng der Lenkstange bewnfst ist^ 
dafs er ja aucb, obne sie zu berûbren^ sicber zu fabren im Stande ist 
und die Lenkstange mebr, um ein TJmkippen des Vorderrads zu ver- 
bindern, fübrt, als zar Stabilierung seiner aufreebten Lage. Er kann 
ja übrigens aucb durcb unwillkürlicbe seitlicbe Neigungen des Korpers 
ein Scbweremoment erzeugen, das ein Umfallen verbindert. 

Es bleibe dabingestellt, inwieweit die Stabilierung durcb kleine 
Bewegungen des Pabrers selbst erreicbt werden kann^ darûber konnte 
vieUeicbt das Experiment entscbeiden. Pûr aUe PâUe aber wird es 
von Interesse sein, zu untersucben, in welcbem Grade überhaupt Eigen- 
stabilierung des Pabrrads obne Bewegungen des Pabrers môglicb ist, 
und wieweit dabei Kreiselwirkungen mitspielen. Der Stabilierungs- 
vorgang ist dann der, dafs eben die von Rankine besprocbenen 
Hilfen teilweise die Kreiselwirkungen selbsttbâtig ûbernebmen, unter- 
stützt durcb geeignete Konstruktioneii des Rades, die nocb zu be- 
sprecben sind. Die Prage, wie weit das Rad obne Zutbun des Pabrers 
stabiliert ist, unter der Annabme also, dafs der Pabrer starr mit dem 
Rabmen des Rades verbunden ist und die Lenkstange nicbt in der 
Hand balt, ist von Wbipple*) und Carvallo**) bebandelt. Wir 
werden im Polgenden zu untersucben baben, in welcbem Grade an 
dieser Stabilierung die Kreiselwirkungen beteiligt sind. Dabei werden 
wir natürlicb von allen Nebenumstânden (einseitiger Antrieb durcb die 
Pédalé, Nacbgiebigkeit des Pneumatik und die dadurcb bedingte end- 
licbe Berührungsflâcbe mit dem Boden, Reibung an der Lenkstange, 
bobrende Reibung am Boden usw.) abseben. 

Bei Wbipple und Carvallo sind die allgemeinen Lagrange’scben 
Gleicbungen erster, bezw. zweiter Art aufgesteUt, die letzteren ent- 
sprecbend modifiziert, da es sicb um ein „nicbt bolonomes System^ 
bandelt, und diese für den Pall der kleinen Scbwingungen um die ge- 
radlinige aufrecbte Pabrt spezialisiert. Wir bofifen, den mecbaniscben 
Zusammenbang besser bervortreten zu lassen, wenn wir zur Ableitung 
entsprecbender Nâberungsgleicbungen, abnlicb wie es bei den früber 
besprocbenen Anwendungen gescbeben, zu den Krâften, die im Pâlie 
der Rube auf das System wirken, die von der Bewegung bervor- 
gerufenen Kreiselwirkungen und Centrifugalkrâfte zufûgen. Es ist 

*) Quart. Journ. of Math., Nr. 120, 1899. 

**) Journal de l’Ecole polytechnique, 2. Ser. 6. Heft 1901. 
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dabei wieder ausreichend, um die Glieder erster Ordiiung in den 
Scbwingungen zu erbalten, den Tereinfachten Ausdruck (I) der Kreisel- 
wirkung, pag. 764, zu rerwenden. Wenn wir quadratische Glieder in 
den kleinen Schwingungen vernaclilassigen, so bemerken wir noch, dafs 
die Grofse der überbaupt in Betracht konamenden Ausscblâge vôUig 
innerhalb der Grenze liegen, fûr die diese Naberung bei der hier zu 
fordernden Genauigkeit ausreicht. 

Die so zu erhaltenden Gleichungen stimmen mit denen von Whipple 
und Carvallo ûberein. Ans ihnen ist zu folgern: Die Bewegung ergiebt 
sich für Heine Geschwindigkeiten naturgemafs als labil. Für gewisse 
mittlere Geschwindigkeiten aber wird die Bewegung stabil, d. h. die 
Schwingungen kônnen in der Form 

dargestellt werden, wo 1 eine komplexe Grofse mit negativ reeUem 
Teil bezeichnet: Whipple findet unter Zahlenannahmen, die einem 
modemen Fahrrad besser entsprechen, als die von Carvallo, für dieses 
Gebiet etwa die Geschwindigkeiten von 

16kmh-^ bis 20kmh‘-^ 

also Geschwindigkeiten, die leicht erreichbar sind. Für grofsere Ge- 
schwindigkeiten wird die Bewegung, was paradox erscheinen konnte, 
wieder labil, doch wird sich aus der Art, wie die einzelncn Bestand- 
teile des Systems gekoppelt sind^ diese Erscheinuûg leicht erklâren. 
Praktisch ist ûbrigens die letzte Labilitat nur eine schwache und kann 
durch fàst unmerHiche Bewegungen des Fahrers, auch ohne Berührung 
der Lenkstarige, aufgehoben werden. 

, Uns interessiert hier der Beitrag der Kreiselwirkungen zu den er- 
wâhnten Resultaten. Wir werden zeigen, was bei den genannten 
Autoren nicht verfolgt ist, dafs bei Fortfall der Kreiselwirkungen das 
Gebiet der yoUstândigen Stabilisât verschwinden würde, dafs also die 
Kreiselwirkungen trotz ihrer Kleinheit fûr die selbstândige Stabilierung 
unentbehrlich sind. 

DasZweirad (Fig. 135) besteht im Wesentlichen aus dem Rahmen, 
der das in seiner Ebene gelagerte Hinterrad trâgtj und der Lenkstange, 
deren Axe das Vorderrad trâgt. Da die Lenkstange durch einen festen 
Tubus der Rahmenebene gefûhrt ist, so handelt es sich um zwei 
ebene Système, die, um eine gemeinsame Axe drehbar, verbunden 
sind. Mit dem Rahmen denken wir uns auch den Fahrer starr ver- 
bunden. Pie Drehaxe der Lenkstange ist bei den modernen Râdem 
nach rûckwârts geneigt, und zwar so gefûhrt, da^fs ihre Verlangerung die 
durch den Berûhrungspunkt JBj^ des Vorderrads gezogene Vertikale 
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zwischen diesem und dem Mittelpunkt sclineidet (Fig. 135), so dafs 
also die Verlângemng den Boden vor dem Berûhrungspimkt triJBffc. Wie 
Bourlet*^) kerYorliebt, 
wird durcli diese Führimg 
der Lenkstange das üm- 
fallen des Vorderrads er- 
schwert; wenn man sich 
das Hinterrad gefûhrt 
oder, durchScliwerpunkts- 
verlegung des Fahrers, bis 
zu einem gewissen Grade 
aufrecbt gehalten denkt. 

Ein nâheres Eingeben auf 
die Folgen dieser nicbt un- 
wesentlicben Anordnung 
wird hier entbebrlicb sein, 
weil sicb ibr Einflufs in 
unserer spâteren analytiscben Bebandlung natürlicb von selbst zeigt. 

Nacb dem bescbriebenen kinematiscben Zusammenbang zwiscben 
Vorder- und Hinterrad kônnen wir in irgend einem Moment etwa die 
Lage der Babmenebene willkürlicb vorgeben (2 Koordinaten fûr den 
Berübrungspunkt, 2 Koordinaten fur die Lage der Rabmenebene), ferner 
die Verdrebung der Vorderradebene gegen die Rabmenebene (1 Koordinate). 
Die Lage des ganzen Rades ist biernacb bereits bestimmt, da nocb 
die Bedingung binzukommt, dafs beide Râder den Boden berübren 
miisseu; sie bat also, bei Ignorierung der cjkliscben Koordinaten, die 
in den beiden Ebenen die Stellung der Râder um ibren Mittelpunkt 
festlegen, im Ganzen 5 Freibeitsgrade der Lage. Die Bewegungs- 
môglicbkeit des Rades ist zunàcbst eine Neigung seiner Rabmenebene, 
dann eine Verdrebung des Vorderrades um die Lenkstange. Da die 
Bewegung der beiden Râder eine roUende sein soll, so ist durcb die 
Lage der Vorderradebene aucb seine Bewegungsricbtimg bestimmt, da- 
durcb ist dann die Bewegung der Lenkstange gegeben, und also aucb 
die Bewegung der mit der Lenkstange verbundenen Hinterradebene. 
Willkürlicb bleibt nur nocb die Gescbwindigkeit der Vorwârtsbewegung. 
Das Rad bat also 3 Bewegungsfreibeiten. 

Wir lernen hier das cbarakteristiscbe Merkmal von nicbt bolonomen 
Sjstemen**) kennen, zu denen aile roUenden Bewegungen gebôren: Das 

In dem anziehenden kleinen Bûche: Nouveau traité des bicycles et 
bicyclettes, Paris 1898, pag. 87 ff. 

**) Ygl. H. Hertz, Die Prinzipien derMechanik, 1. Buch, Abschn. 4, Nr. 123 — 133. 
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Rad kann in jede seiner oo® moglicRen Lagen durcR eine Aufeinander- 
folge von erlanbten Bewegungen übergefîihrt werden, walirend es doch 
in jedem Moment nickt in jede mogliclie unendlich benacRbarte Lage 
durcb eine unendlicb kleine Bewegnng übergefübrt werden kann. 
Analytiscb gesprocben; Die Bedingungsgleicbungen zwiscben den fünf 
Koordinaten der Lage bilden ein nicbt intégrables System von Diffe- 
rentialgleicbungen. 

Die Konstanten des Pabrrades seien die folgenden: die Masse 

des Vorderrades, dessen Scbwerpunkt wir ohne wesentlicben Pebler 
im Mittelpunkt annebmen konnen. Seine Hobe, also der Radins des 
Rades, sei (Fig. 135). Von der Masse der Lenkstange, die wir in 
Ifj mit einrecbnen konnen, baben wir bei der Scbwerpunktsbestimmung 
abgeseben. bezeicbne die Masse von Hinterrad, Rabmen und Pabrer. 
Deren Scbwerpunkt 8^ babe die Hôbe und don Abstand r von der 
Vertikalen durcb den Berübrungspunkt des Hinterrades. 

Es sei ferner: das Trâgbeitsmoment des Vorderrades uin die 

vertikale Axe durcb den Berübrungspunkt B^, A,^ uui dio Spurlinie, B^, B^ 
die entspreebenden Grofsen des Systems: Hinterrad + Rabmen + Pabrer 
im Berübrungspimkt des Hinterrades, das Deviationsmoment dieses 
Systems in der Radebene, ebenfalle im Berübrungspunkt gemessen. 

Die Lenkstange babe die Neigung U gegen die Vertikale, ibr Pufs- 
punkt F bege um die Lange vor dem Berübrungs])unkt des Vorder- 
rades, um Cj vor dem Berübrungspunkt des Hinterrades, so dais c^—Cj^=l 
der Abstand der beiden Berührungspunkte wird. 

Weiter sei die Neigung der Hinterradebene gegen die Vertikale, 
wobei eine Neigung nacb recbts im Sinne des Fahrers positiv gerecbnet 
wird, ■9-^ die entsprecbende Neigung des Vorderrades, y der Winkel 
zwiscben Vorder- und Hinterrad, um die Lenkstange gemessen, positiv, 
wenn von oben geseben das Vorderrad entgegen dem Uhrzeigersinn 
gegen das Hinterrad geneigt ist. <pj^ sei der Winkel des Vorderrades 
gegen die Ebene der mittleren Pahrtricbtung, um dio Vertikale im 
gleicben Sinn gemessen wie y, gpg der entsprecbende Winkel beim 
Hinterrad. Dabei soU es sicb nur um sebi kleine Winkel 9’i, ■ô-j, 
çjj, y bandeln, da nur dann diese Definitionen unmittelbaren Sinn 
baben. ünter dieser Bescbrankung sind die kinematiscben Formeln 
fûr die Bewegung aufzusteUen.*) 

Wir denken uns das Vorderrad in zwei Schritten in seine geneigte 
Lage 9'j gebracbt. Es babe zunacbst die Neigung des Hinterrades, 


*) Für geaaue Durcbfübiung der Kinematik des Fabnads vgl. Whipple 
und Carvallo I. c. 
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wie wenn es starr mit diesem Terbunden wâre, dazu kommt die Ver- 
drebung um die Axe der Lenkstange, y. Letztere koniien wir nun 
(s. Fig. 135) in zwei Komponenten zerlegen, zunâcbst eine um die 
Spurlinie, — y sin a, mit Eücksicht auf den oben definierten Sinn der 
Drebungen. Diese addiert sicb nacb deu Sâtzeu über kleine Drebungen 
zur ersterwâbnten Neigung des Vorderrades^ so dafs also wird: 

( 1 ) '^1 == ^^2 — ? ^ • 

Die Vertikalkomponeute der Drebuug y liefert dann: 

(2) 92 == T' ^ • 


Zu diesen geometriscben Beziebungen fûr die Lagenkoordinaten 
tritt uocb, den obigen Bemerkungen entsprecbend, eine nicbt bolonome 
Beziebung für die Bewegungskomponenten. Die mittlere Gescbwindig- 
keit der Vorwârtsbewegung sei u. Wir denken uns die Lage des 
Rades, sowie die Bewegung u und die Drebung des Vorderrades 
um seinen Berübrungspunkt gegeben. Die gesucbte Beziebung erbalten 
wir, wenn wir beacbten, dafs durcb diese zwei Angaben die Bewegung 
des Fufspunktes der Lenkstange 
bestimmt ist, also aucb die der 
Hinterradebene, die ja derLenk- 
stange folgt. Der Fufspunkt F 
bat (Fig. 136) in der Spur des 
Vorderrades die Geschwindig- 
keit Uj senkrecbt zu dieser Ebene 



Minterradspur 


■1 dt 


Vûrderradspur 
Fig. 136. 


die Gescbwindigkeit 
Wir bilden die Bewegungskomponente senkrecbt zur Spur des Hinter- 
rades, die mit der Spur des Vorderrades den Winkel cp^ — q)^ = tp ein- 
scbliefst. Also wird die gesucbte Komponente: 

- 92 ) + w sin — 92 ) 

oder, bei Vernacblassigung quadratiscber Glieder: 




+ ^(<Pl - <P2)- 


In Folge der seitliclien Drehung des Hinterrades wâre die nam- 
licbe Komponente 

^ dt ^ 

und es folgt daber: 

( 3 ) = + 

als die gesucbte nicbt bolonome Gleichung. 
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Dâi klôin ist driicki/ dio ^3^ O/iiSj dâfs 

das Hinterrad im AUgemeinen nacli derjenigen Seite folgen mufs; nacb 
der das Yorderrad gegen das Hinterrad verdrebt ist. Durch Betrachtung 
der Bewegungskomponente von F in der Spur des Hinterrades würde 
noch eine Bedingung fûr die Geschwindigkeit der Yorwartsbewegung 
des Hinterrades folgen, die von u um Grôfsen zweiter Ordnnng ver- 
schieden wird. Fûr unsern Zweck ist diese Bedingung iinwesentlich. 



Es sind nnn die anf das Rad wirkenden Krafte und Reaktionen 
zu bestimmen (Fig. 137). Am Scbwerpunkt greift die Schwerkraft 
— M^g an,-am Schwerpunkt 8^ die viel grofsere Scbwerkraft — 
Reaktionskrâfte wirken an den beiden Berührungspunkten mit dem 
Boden nnd an der das Yorderrad und Hinterrad verbindenden Lenk- 
stange. 

Betracbiten wir zunacbst die Yertikalreaktionen. Wir brauchen 
hier nur die Reaktionen zu beachten, die bei der aufrechten gerad- 
lixdgen Fahrt der Schwerkraft das Gleichgewicht halten, da diese end- 
licbe Grôfsen sind; ihre Ànderungen ira Falle kleiner Abweicbungen 
von der geradlinigen Fahrt sind als kleine Grôfsen hoherer Ordnung 
gegen die ursprûnglichen Werte zu vernachlâssigen. 

Es handelt sich also nur um die vertikalen Krafte, die im Falle 
der Ruhe die beiden Teile des Rades stûtzen. Nach den allgemeinen 
Gesetzen müfste man an der Lenkstange eine Reaktionskraft und ein 
Reaktionsmoment mit der Axe senkrecht zur Radebene ansetzen. Kraft 
und Moment kônnen ja aber durch Yerschiebung im allgexnemen zu 
einer Einzelkraft zusammengefafst werden, und wir erhalten so die 
folgenden Reaktionen (Fig. 137): 
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Zimâclist, wie wenn das System voUstâiidig starr ware, eine Kraft 

(4) . = 

am Berührungspunkt des Hinterrades, 

(5) Z, = M,g+.M,g^ 

am Berührungspunkt des Vorderrades. Der Bestandteil M^g — in 
wird durch den Auflagerdruck des Rahmens auf die Lenkstange über- 
tragen, wir haben daher Gleichgewicht in beiden Teilen des gelenkig 
verbundenen Systems, wenn wir noch an der Lenkstange, und zwar senk- 
recht über dem Berührungspunkt des Vorderrads, eine Reaktion zufügen: 

— Z ^ g “ am Vorderrad, 

( 6 ) * 

+ ^ == Jkfg g J am Rahmen 

angreifend. Die Hôhe ihres Angriffspunktes ist c^ctgc? nach Fig. 137. 

Wir kommen zu den Horizontalreaktionen. Zunachst wirkt eine 
Reaktion ± K an der Lenkstange senkrecht zur Radebene und daher 
auch senkrecht zu Z, welche von der Übertragung der Seitenbewegung 
zwischen beiden Teilen des Systems herrührt Ihre Grôfse, die jedenfaUs 
von erster Ordnung ist, kann natürlich statisch nicht angeçeben werden^ 
sondern hangt vom jeweiligen Bewegungszustand ab. Die nâhere Be- 
stimmung ihres Angriffspunktes ist fûr unsern Zweck unwesentlich. 

Schliefslich müfsten noch die Reaktionen an der Lenkstange in der 
Fahrtrichtung eingeführt werden, die ja eigentlich den Antrieb vom 
Hinterrad auf das Vorderrad übertragen. Diese sind aber im Fall der 
gleichfôrmigen geradlinigen Fahrt bei Yernachlâssigung der rollenden 
Reibung überhaupt nicht vorhanden, im FaU kleiner Abweichungen 
nur von zweifer Ordnung; und da ihr Hebelarm um aile in der Vertikal- 
ebene durch den Berührungspunkt hindurchgehenden Axen von erster 
Ordnung ist, so sind in den spâter zu benutzenden Momentengleichungen 
ihre Momente von dritter Ordnung und kommen daher nicht in Betracht. 

Ebensowenig ist zu berücksichtigen, dafs durch eine Verdrehung 
des Vorderrades um die Lenkstange sein Berührungspunkt seitlich ver- 
schoben wird, wie die geometrische Anschauung zeigt. Denn diese 
Verschiebung ist von erster Ordnung, und ihr Einflufs auf die zu be- 
trachtenden Momente um den Berührungspunkt von zweiter Ordnung. 

Wir müssen hier noch eine kinematische Bemerkung bezüglich der 
Lage des Schwerpunktes anschliefsen.*) Es lâfst sich leicht geometrisch. 


Ygl. Bourlet, 1. c. pag. 91. 
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zeigen, dafs bei unserer Annalime über die Lage der Lenkstaiige und 
des ScliwerpuTikts S^, nâmlich > 0, r > 0, durcli eîne Verdrehung des 
Vorderrads bei rertikal stekendem Hinterrad die Hohe des Schwer- 
piinkts Si in erster Nâberung zwar, ans Symmetriegründen, unTeriindert 
bleibt, bei Berecbnung der Glieder zweiter Ordnung aber sicb Terringert, 
so dafs die Lage y = 0 ein Maximum der Scliwerpunktsbohe bedeutet. 
Dieses besagt, dafs zu dem Sohwere-Potential, welches der leinfacken 
seitlicben Neigung entspricbt: 

const - 1 

auch Glieder mit dem Faktor c^rgM^y^ imd c^rgM^^'y hinzutretem 
Auf ihre genauere Bereclinung kônnen wir Hier ver/icliten^ da die ihnen 
entsprecliendeii Kraftglieder durch Vermittelmig der an der Lenkstange 
angreifenden Reaktion Z (Gl. 6) in die scliliefslichcn Gleichungen von 
selbst eingeken werden. 

Dagegen kommen, wie bei allen Schwingungen um Gleichgewicbts- 
lagen, die kinetischen Glieder, die dieser Senkung eiitspreclien, in unseren 
Nâkerungsgleicliungen erster Ordnung nicht vor. 

Anfser den bisker besprockenen, auck okne Vorwartsbewegnng vor- 
kandenen Krâften kaben wir nun nock die sckeinbaren Krâfte der 
Bewegung, nâmlick die Centrifugalkraft und die Kreiselwirkungen, kinzu- 
zafügen.. Wir zerlegen die Vorwârtsbewegung in die Translation, mit 
der Gesckwindigkeit u in der mittleren Fakrtricktung, und die Eotation 
der Râder in ikren Ebenen, deren Winkelgesckwindigkeit ist. Der 
Impuls dieser Rotation ist für jedes der beiden Rader der n'âmlicke 
und sei wieder mit N bezeicknet. Am Sckwerpunkt 8^ greift dann die 
Centrifugalkraft , 


am Sckwerpunkt 8^ die Centrifugalkraft 
senkreckt zur Radebene an. 

Von der mit der Vorwârtsbewegung verbundenen Rotation rükren 
die Kreiselwirkungen ker, deren Grôfse und Sinn sick in gleicker Weise 
bestimmt, wie es im Fall der Eisenbaknwagen naker ausgefükrt wurde. 
Einer Senkung des Rades zunâckst, , folgt eine Kreiselwirkung um 
die Vertikale nack: 

Am Hinterrad: — N • 


Am Vorderrad: 
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Ein Senkung nach recMs etwa hat ein Moment um die Vertikale 
naek reckts (vom Fakrer geseken) zur Polge. 

Ferner ist die Kreiselwirkung, von der Drekung um die Vertikale 
kerrükrend und um die Spurlinie wirkend, zuzufügen: 

d t 

Am Hinterrad: 

Am Vorderrad: +-^^7 * 

Die letzteren beiden Momente sind gleicbgericbtet mit dem Moment 
der Centrifngalkraft, und da N mit u proportional ist, überbaupt nur 
durch einen konstanten Faktor von diesem verschieden. Da aber zur 
Centrifugalkraft die Masse des Fabrers und des Eabmens beitrâgt, zu 
den Kreiselvp^irkungen aber nur die Masse der Râder, so sind in diesem 
Bestandteil jedenfalls die Kreiselwirkungen sehr ünwesentlicb neben 
den Centrifugalwirkungen, âbnlicb, wie es sich im Fall der Eisenbabn- 
wagen ergeben batte (vgl. pag. 775). 

Nacb diesen Vorbereitungen kônnen wir nun die Impulsgleicbungen 
fûr die frûber besprocbenen Grade der Bewegungsfreibeit ansetzen. Pür 
die Stabilitâtsfrage, die uns hier interessiert, kommen dabei nur die 
Gleicbungen für die beiden Freibeitsgrade der seitlicben Neigung und 
der Verdrebung um die Lenkstange in Betracbt, wâbrend die tbat- 
sâchlicb gleicbzeitig vorbandenen kleinen Scbwankungen in der Ge- 
scbwindigkeit der Vorwârtsbewegung auf jene beiden Koordinaten nur 
einen Einflufs boberer Ordnung baben. 

Die Ânderung des Impulses um die Spurlinie von Hinter- und 
Vorderrad ist kinetiscb ausgedrûckt, d. b. durcb Masse und Bescbleu- 
nigung ist Null, wenn wir von der scbrâgen Lage der Lenkstange 
abseben, deren Masse an sicb klein und daher oben gar nicbt erwâbnt ist): 

beim Hinterrad: ~~ W- 

beim Vorderrad: 

Die Summe dieser Glieder ist gleicb der Summe der um die Spur- 
linien wirkenden Momente, nâmlicb der Kreiselwirkungen um die 
Spurlinien und der Momente, die von Centrifugalkraft und Scbwerkraft 
(Hebelax'm bezw. endlicb von den Vertikalreaktionen Z berrübren. 
Diese Summen dürfen wir algebraiscb statt vektoriell bilden, da die 
Berûcksicbtigung des Ideinen Winkels zwiscben den beiden Spurlinien 
nur zu Gliedern zweiter Ordnung Anlafs geben würde. Wir erbaltendaber: 

+ çp/) 

■+- — Zc.^ ctg U • + Zc^ ctg 0 • •d'i- 

Kleiîi-Soiïimerf old, Kreisellîewegung. 56 
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Diese Gleicliung wird durcli Einfülirung der Kraft Z aus (6): 

— H” 9^2 ) “1“ ^(*^1^19^1 d" 9^2 ) 

-f" Hh “f~ ^^2^1 ^^8^ I '^ 2 )] • 

Das letzte Glied der Gleichung (7): 

oder nach der kinematisclieii Gleichung (1): 

- J y 

verschwindet, wenn Vorder- -and Hinterradebene zusammenfallen; es 
entspriclit der sclion früber bemerkten, durcb. die Verdrehimg des Vorder- 
rades bewirkten Senkung des Schwerpunkts 8^. Übrigens yerschwindet 
es stets in dem Pall, dafs die Lenkstaiige durcb. den Berührungspunkt 
des Vorderrads gebt (c^ = 0), da dann, in erster Naberung, das Vorder- 
rad frei um die Lenkstange drebbar ist, obne Beeinflussung des 
Hinterrads. 

Wir bâtten nun nocb die Impulsgleicbungen z. B. für die yerfcikalen 
Axen zu bilden, woUen aber, der Einfacbbeit balber, statt dessen die 
Gleicbungen für Axen parallel zur Lenkstange aufstellen, die also nnter 
dem Winkel 6 gegen die Vertikale geneigt sind. "Wir wâblen die 
Axen durcb die beiden Berübrungspunkte und bilden der grôfseren 
Übersicbtlicbkeit wegen zun'âcbst die Gleicbungen für die beiden Teile 
des Rades getrennt, in welcbem Falle wir die Reaktionen an der Lenk- 
stange zu berûcksicbtigen baben. 

Von diesen kommt nur das Moment der Kraft die senkrecbt 

zur Radebene angreift, und der vertikalen Kraft ^ ^ in Betracbt; die 
Summe ibrer Momente ist für die angegebenen Axen, unabhangig von 
ibrem Angriffspunkt: 

am Hinterrad: (T + cos 6, 

am Vorderrad: — {Y + Z%'^c^ cos 6. 

Das Reaktionsmoment an der Lenkstange dagegen kann unberücksicbtigt 
bleiben; denn da die beiden Teile um die Lenkstange frei drebbar sind, 
so bat dieses jedenfalls keine Komponente um die Lenkstange oder die 
dazu parallel gewâblten Axen. 

Für das Vorderrad ist die Impulslinderung in dieser Ricbtung, 
nacb den Bezeicbnungen von pag. 868 wieder aus den kinetiscben Ble- 
menten berecbnet: 

cos — sin . 
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Die Kreiselwirkung um diese Axe setzt sicli ans den pag. 872 nnd 873 
angegebenen Kreiselwirknngen znsammen zn 

cos <j + sin <?). 

Anfserdem sind die Momente der Centrifugalkraft, der Sckwerkraft nnd 
der Reaktionen Z nnd T zn bilden. Der Arm der Centrifugalkraft 
sei \ sin 6^ nnd entsprecliend am Hinterrad: == /?£ sin ^ + r cos 6 
(vgl. Fig. 137). Wir erbalten so die Impnlsgleicbung: 

I cos (fl' — sin 
= — N cos 6 + 9?/ sin é) — 

— gMJi^ sin 6 • — Zc^ cos (? • — Yc^ cos 6, 

Für den Fall = 0^ wenn also die Lenkstange dnrch den Berührnngspnnkt 
des Vorderrades hindnrcbginge, ware dnrcb. diese Gleicbnng nnd die 
Gleicbnng (7) der Bewegnngsvorgang scbon vollstândig dargestellt. 
Die Reaktionen Z und Y fielen, da sie an der dnrcb. den festen Be- 
rûbrungspnnkt des Vorderrads bindnrcbgeb.enden Lenkstange angreifend 
dessen Bewegung um die Lenkstange nicbt beeinflnssen kônnten, beraus. 
Die seitlicbe Bewegung des Hinterrads andrerseits wâre dnrcb die Be- 
wegnng des Berübrungspnnktes des Vorderrads gegeben. Daber würden 
die am Hinterrad um die Yertikale wirkenden Kreiselmomente dnrcb 
die Reaktion an der Lenkstange ganz anfgeboben nnd kâmen für das 
ganze System nicbt in Betracbt. 

Bei der tbatsâcblicben Anordnnng der Lenkstange aber, > 0, 
wird die Bewegung des Vorderrads nocb dnrcb die des Hinterrads be- 
einflufst^ nnd zwar wird eine seitlicbe Drebung des Hinterrads gleicb- 
sinnig anf das Vorderrad übertragen, so dafs z. B. die Kreiselwirknngen 
beider Râder sicb gegenseitig verst*ârken. 

Es ist also nocb eine Grleicbung für das Hinterrad zn bilden^ die ganz 
analog zur Gleicbnng (8) aufgestellt wird. Die Impulsânderung ist bier: 

coa^(-5,9>3" — — ain 0 (— 

und die Gleicbnng wird daber: 


( 9 ) 


(cos + sin — (cos + sin 

= — cos 6 + 92' sin é) — 

— gM^\ sin ^ • 'O’g + Zc^ cos <? • #2 + ^^2 


Ans (8) nnd (9) baben wir die Reaktion Y zn eliminieren, d. b. die 
Impnlsândemng nm die Lenkstange selbst zu büden. Wir berecbnen 
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d. i. / c^icoB — sin 0A,^9-i"] 

+ Cl [(cos 6jB^ + sin — (cos + sin er5J'9’j"] 

( 10 ) j = " + ^ 1 ^ 3 ') ^ + (^ 39 / + sin 0 ] 

— — CiM^S2(P2'^ 

“f" 9 [ ^ ip2 ^1 ^2 *^ 2 ) ^ l -^2 ipX '^2 — ^2 1 )] • 

Da jedenfalls fûr die Bewegung nicht die absoluten Werte (p^, çjg, wohl 
aber ihre Differenz malsgebend ist, so wollen wir aus deii kinematischen 
Gleichungen (2) und (3) in (7) nnd (10) den Winkel y zwiscben 
Vorder- nnd Hinterradebene einfûhren. Benntzen wir die Abkürzung: 

y COS(î = Ç) 3 = 7 ^, 

so haben wir die Gleichxingen: 


also, da Cg— q==Z: 

(11) 

somit: 

(lia) . 


W— 9 >i' = — Ji’', 
I Zg5/= il)U + C^tp' 

\lq}^'=ipu + Clip’, 

ll<pi" = ip'u + Ci,1p" 

\l(p^" =■ ip'u + Clip" . 


Mittels dieser Substitution werden die Gleichungen (7), (10): 

[AV + uip')] 

J -jUcs + cùf'+2uip] 

— y[(iA/iiCj +M^hiCi)ip' + (Mihi + Mihi)uip] 
^'[ilfi/i'i' 9 'i A ■iA*'i I ' 1^.1 “ 

bezw. 


[■^A cns 0 + y-(iî„ C 08 0 + A, sin cr)J ip" 

— Cj sin uAV^ — cos o + 7?^ sin o)^" 

+ [t^o ^ (A + A. si”- <^)] “ 

+ N [^(Cj'd'i' 4- Cl V) C’ + sin or - tp' 

+ (^3 + Cl) T siii 

+ [(Ca^-^iSi + V-iA«a)'j^'+ (CiMiSi+ CiMiiSi)^-^] 

+ 9 ^c^MiSid'i + CiM^s^&^ — CiC^ y sin tfJfjV'] = 0- 
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Die GL II, die Impulsgleichung fûr die Lenkstange als Axe, ent- 
rait natürlich. im Wesentlichen die Wirkungen, die auf eine relative 
Verdreliung der beiden Hâder gegeneinander binarbeiten. Zunâcbst 
bezeicbnet das zweite Glied der dritten Zeile die von Bourlet hervor- 
gebobenen Wirkungen*), d. b. ein Moment, das einer Verdrebung des 
Vorderrads um die Lenkstange entgegenwirkt, falls positiv ist und 
daber das Vorderrad aufrecbt erbâlt, wenn man sicb das Hinterrad auf- 
recbt gefübrt denkt. Da nâmlicb die Lenkstange vor dem Berübrungs- 
punkt des Yorderrads liegt, so sucbt offenbar ein auf das Vorderrad 
vom Rabmen übertragener Druck, dessen Ricbtung in der Rabmen- 
ebene liegt, das Vorderrad um seinen Berübrungspunkt zu drebeu, 
nnd zwar so, dafs die beiden Radebenen sicb einander nâbern. 

Die Kreiselwirkungen und Centrifugalwirkungen in der vierten und 
fûnften Zeile entbalten Glieder mit und ip. Die letzteren rübren 
daber, dafs nacb den kinematiscben Bedingungen das Vorbandensein 
einer Verdrebung tp eine Krümmung der Babnkurve des Rades fordert, 
die ibrerseits wieder von ablenkenden Trâgbeitswirknngen begleitet sein 
mufs. Wir weisen bier darauf bin, dafs die Glieder mit und in 
der vierten Zeile nur von den Kreiselwiïkungen berriibren. 

Im Falle einer seitlicben Neigung des Rades wird von der Scbwere 
das Vorderrad nacb der nâmlicben Seite um die Lenkstange gedrebt, 
nacb der die erste Neigung erfolgte, da ja der Scbwerpunkt vor der scbrâg 
gelagerten Lenkstange liegt. Dem entsprecben die beiden ersten Glieder 
der letzten Zeile. Das letzte Glied dagegen, das den Faktor —‘ip entbâlt, 
entspricbt der scbon früber erwahnten Senkung des Scbwerpunkts, die durcb 
eine Verdrebung des Vorderrads bewirkt wird, wenn q positiv ist. Die 
Folge dieses kinematiscben Zusammenbangs mufs in der That sein, dafs eine 
anfânglicbe Verdrebung durcb die Scbwerkraft weiter vergrdfsert wird. 

Die Gleicbungen I, II entbalten nur mebr die Koordinaten 'tp. 

Wir fiigen die kinematiscbe Gleicbung (1) zu als dritte lineare Gleicbung 
zwiscben diesen Variablen: 

III — -d'à = ~ y sin ^ tg **) 

Um nun die Stabilitât des Systems zu untersucben, haben wir zu setzen: 

( 12 ) = ‘ip^c-e^^. 

Wir erbalten dann in bekannter Weise eine algebraiscbe Gleicbung für 
1, und zwar vom vierten Grade, da 4 die Summe der Ordnungen der 
Differentialgleicbungen I und II ist, wâbrend III keine Differential- 
quotienten entbâlt. Es existieren also zwei Scbwingungen des Systems; 

*) B ourlet , 1. c. pag. 90. **) Unsere Gleicbungen I, H, III sind lineare Kombina- 

tionen der von Whipple (pag. 323) wie der von Caxvallo (pag. 100) erbaltenen. 
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sie sind stabil, wenn aile rier Wurzeln komplei mit nickt positiTem 
reellen Teil sind, oder, im Falle von zwei reellen Wurzeln, diese negativ 
sind. Setzen wir (12) in I, II, III ein, so erbalten wir nach Fort- 
hebung des Faktors drei in a, h, c lineare homogène Grleichungen. 
Die Déterminante A ihrer Koeffizienten ist 0 zu setzen; dabei ist 



II 

< 
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Die Ausreclinung dieser Déterminante würde eine Grleicliung der 
folgenden Form ergeben, wenn man noch. berûcksiclitigt, dafs N pro- 
portional mit u ist, und unter a, s von u unabbangige Konstanten 
verstebt: 

Damit die Stabilitâtsbedingung erfüUt ist, die aussagt, dafs diese 
Gleicbung keine Wurzeln mit positiv reellem Teil baben darf, müssen, 
wie leicbt zu seben, aile ibre Eoeffizienten positiv sein. Andrerseits ist 
aber durcb positive Werte der Eoeffizienten die Stabilitât nocb nicbt 
gesicbert, sondern es ist nocb weitere Diskriminantenbildung erforderlicb. 

Wir woUen diese weitlâufigen Ausrecbnungen bier nicbt durcb- 
fübren^ sondern uns voiiâufig anf die von W bip pie erbaltenen Resnltate 
berufen, die sicb anf Abmessungen an einem modernen Fabrrad bezieben. 

Fur kleines u ist das System durcb seine Scbwere jedenfaHs labil. 
Hiermit übereinstimmend ergiebt sicb, dafs die Eoeffizienten 

' negativ sind, 

dagegen ist positiv, ebenso cc und Die Eoeffizienten der bôberen 
Potenzen von u, 

y 2 und # 2 , sind positiv, 

dagegen ist negativ, aber absolut genommen klein gegen die ûbrigen 
Eoeffizienten. Die Eoeffizienten von X und X^ werden daber bei 
wacbsender Gescbwindigkeit positiv, das absolute Glied dagegen wird 
scbliefslicb wieder negativ. 

Und zwar wird zunâcbst der Eoeffizient + dgW®) von X positiv 
fur eine ungefâbre Gescbwindigkeit: 

= 12 km/b, 

dann aucb der Eoeffizient (y^ + y von X^ etwa für die Gescbwindigkeit 

^^2 = 14 km/b. 

Endlicb wird der letzte Eoeffizient + S 2 U^) negativ für 

Wg = 20 km/b. 

Stabilitât ist nur zwiscben der Grenze U 2 und % môglicb, für welcbes 
Gebiet aile Eoeffizienten positiv sind. Die nâbere Diskussion ergiebt 
bier nocb, dafs tbatsâcblicb voUstândige Stabiliemng in dem Gebiet: 

= 16 km/b bis % = 20 km/b 

eintritt. Die Recbnungèn von Carvallo, die für.ein altérés Modell 
ausgefübrt sind, ergeben qualitativ dasselbe, aber für aile diese, Grenzen 
etwas niedrigere Werte. 
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Wir ergânzen diese Resultate durch den îTacliweis, dais die voU- 
stândige Stabiliertmg obne Kreiselwirkungen nicM niôglicli wâre. Zu 
dem Zweck berechnen wir den Koeffizienten (diM + djM®) von X ans der 
Déterminante A. Weim wir zur Abkürznng das gesamte Scbwere- 
moment mit 3£h bezeiclinen, wird dieser; 

g(— sia.6 ■ N 

— gMh [cj cos 6 A, + Ci(cos + sin y 

-pm(ci5 + c/)sin0^ 

-gMh[c,^M,s, + c,^M,s,]^- 

+ 5f(CjJfiSi + Ciiif2S5)[(Ci+ C,)y + (ilfifelCs + J + 

+ (cg + Cl) cos ff • y [2Nu + Mîiu^ — gM^c^r} 
und reduziert sicli noch zu: 

— gMh cos 0 (cgA, + c^RJ y 

+ gB^. (— sin 0 + JLr cos ff) u 
(13) ^ ^ 

— gM^^M^h^l ain0 • U — gM.^M^\cgr cos0 - u 

+ 0os0N[2Nu + Mhu^]. 

In diesem Ausdnick entrait das letzte Grlied, da N mit u pro- 
portional ist, den Faktor die anderen nur den Faktor u. Von 
diesen ûberwiegen die negativen Glieder weit über das positive, da 
das letztere die beiden kleinen Faktoren q und r entbâlt; daher wird 
fûr kleine Fabrtgescbwindigkeit u der ganze Koeffizient negativ. Er 
blLebe immer negativ, und damit die aufrecbte Bewegung labil, wenn 
die Kreiselwirkungen unberücksicbtigt blieben, also 0 angenommen 
wûrde (d. b. da die Umlaufsgescbwindigkeit proportional zu u ist, 
wenn das Tragbeitsmoment der Râder um ibre Rotationsaxe vernacb- 
lâssigt wiirde). Durçb das letzte, von den Kreiselwirkungen ber- 
rübrende Glied, das den Faktor entbalt, wird der Koeffizient bei 
genûgend grofser Gescbwindigkeit positiv. (Welcbes die Grofsenordnung 
der bier als klein und genûgend grofs unterscbiedenen Gescbwindig* 
keitsintervalle ist, kônnen wir ans den oben angegebenen Wbipple’schen 
Zablen erseben. Die Grenze zwiscben beiden bildet der Wert 12 km/b.) 

Die von Whijpple gefundene Stabüitdt des Fakrrads für die Ge- 
schwindigheiten von 16 — 20 Icm/h ist daher nur durch die Kreisél- 
wirhungen der rotierenden Râder ermëglicht. 
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Die folgeaden Bemerkiiagen soUen nocli erklâren, wie die Kreisel- 
wirkungen in Thâtigkeit treten. Der Faktor N in dem letzten Glied 

(14) cos 0N(2 Nu + Mhu^) 

d%' 

rührt von der Kreiselwirkung — N um die Vertikalaxen her. Diese 
Wirkung, die anf eine seitliche Neigung des Rades hin das Vorderrad 
nach der betreffenden Seite dreht nnd daher das Rad zwingt, nach 
dieser Seite auszubiegen, ist also zur Stabilierung erforderlicb. Dagegeii 
tritt in dem Grlied 

2Nu + Mhu^ 

die Grôfse 2Nuj die von der aufrichtenden Kreiselwirkung ber- 

rûhrt, nnr zn dem viel grôfseren gleicbgericbteten Moment der Centri- 
fugalkraft des ganzen Systems, Mhu^, hinzu nnd ist daber unwesentlicb. 

Die stabilierende Wirkung der Rotation berubt also darauf, dafs 
das Rad, wenn es sicb seitlicb geneigt bat, durcb die Kreiselwirkung 
wesentlicb des Vorderrades gezwungen wird, auszubiegen, und dadurcb 
die Centrifugalkraft in Tbâtigkeit tritt, die das Rad wieder aufricbtet. 
Die eigentlicb stabilierende Kraft, die die Scbwerkraft überwindet, ist 
die Centrifugalkraft, der Kreiselwirkung f âllt die RoUe der Auslôsung zu. 
Die Stabilierungsf âbigkeit nimmt ûbrigens wegen des Faktors cos 6 in (14) 
ab mit zunehmender Scbrâgstellung der Lenkstange gegen die Vertikale. 

AUerdings wirkt aucb die am Vorderrad angreifende Scbwere, zu- 
sammen mit der vom Hinterrad auf das Vorderrad ûbertragenen 
Reaktion Z dabin, dafs das Vorderrad beim seitbcben Überneigen des 
Systems nacb dieser Seite bin ausbiegt und ruft daber eine Centrifugal- 
kraft wacb. Trotzdem ist diese Wirkung nacb dem Vorbergebenden 
nicbt im Stande, das System vollstândig zu stabilieren. Es ist eben die 
Kreiselwirkung die einzige mit proportionale Kraft, wàbrend die 
Scbwerkraft mit ê' selbst proportional ist und daber das durcb die 
erstere veranlafste Ausbiegen rascber der seitlicben Neigung folgt als 
die Scbwerewirkung. Die erste Wirkung ist in der Tbat nur um eine 
Viertelscbwingungsdauer gegen die Senkung verscboben, die andere aber 
um eine balbe Scbwingung. 

Um aucb die Gründe für das scbliefslicbe Labilwerden zu verstehen, 
betracbten wir endlicb nocb das von À freie Glied in der 

Gleicbung A (A) = 0. Dieses Glied entb'âlt, wie aus der Déterminante A 
leicbt ersicbtlicb. Terme mit dem Faktor die u nicbt entbalten. 
Die Summe dieser Terme wird positiv, nâmlicb: 

(15) sin a (tg r) + {h^ sin 6 — • 
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Hier sind die beiden negativen Glieder wegen der Faktoren c^r, bezw. j 

c^r^, wesentlicb kleiner als die positiven. Aufserdem treten noch 
Terme mit dem Faktor auf: 

— Nu sin<î + (cslfiSi + 

+ 9(c,M,s, + c,M,s,)[N^-^ + Mh^] f 

oder 

(16) gNu sm6 + -Y -^ 2 ^ <^]* 

Hier überwiegt das négative, das Gewicht des Fahrers enthaltende f 

Griied wahrend das letzte Grlied wegen der kleinen S 

Faktoren und r unbedeutend ist. Überdies überwiegen die Terme (16) j 

bei groJfeem u über die Terme (15); daber wird der ganze Koeffizient | 

fûr grofse Grescbwindigkeiten negativ, die Bewegung also labil. | 

Gehen wir nun dem eigentlichen Ursprung der Terme (16) nach; 1 

sie entspreehen den Gliedern mit dem Faktor in der Differential- 
gleicbimg II und waren durcb die Einfiibrnng der kinematischen I 

Gleicbungen 

( 2 ) ' 92 , 

(3) ^29^2 ^ “h 
in (10) entstanden. 

Diese drûeken aber die anschaulicbe Thatsacbe ans, dafs im Fall * 
einer relativen Verdrebung der beiden Radebenen gegeneinander, ab- 
geseben von âufseren Krâften, die Hinterradebene der Vorderradebene 
wâbrend der Fabrt sicb bestândig nâbert, da sie immer durcb eine in I 

dieser festgelegte Axe bindurcbgebt. Denkt man sicb das Vorderrad 
gefubrt, so strebt die Spurlinie des Hinterrades asymptotiscb in die 
des Vorderrades (man kann sie also als Traktrix bezeichnen). Bei 
grofser Gescbwindigkeit erfolgt diese Annâberung sebr rascb, so dafs 
fur oo aus der kinematiscben Gleicbung (3) im AUgemeinen zu ; 

folgern ist, falls nicbt aucb beide Scbwingungen des Vorderrades sebr 
rascb erfolgen: ^ 

I/; 9^ — 92 = 0. 

Dann verbalt das Rad sicb aber so, als ob beide Teile starr verbunden ^ 

waren. 

Die Stabilierung durcb die Kreiselwirkungen berubte aber eben 
auf der relativen Beweglicbkeit der beiden R’âder. Sobald diese starr 
verbunden sind, konnen wir das ganze System mit einem einfacben 
Kreisel vergleicben, der aber nicbt mebr drei, sondern wegen der j 

doppelten Berûbrung mit dem Erdboden nur nocb zwei Freibeitsgrade 
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hat, und kônnen auf diesen Kreisel das allgemeirie in § 1 ausgesprocliene 
Prinzip anwenden, nach dem bei ünterbindung eines der Preiheitsgrade 
jede Môglicbkeit der Stabilierung durch Kreiselwirkungen aufhort. 
Daraus erklârt sicb die anfangs paradox aussehende Erscbeinnng, dafs 
gerade bei grofsen Gescbwindigkeiten die Stabilierungsfâbigkeit der 
Rotation beim Pahrrad versagt, wâbrend beim freien Kreisel grofse 
Rotationsgescbwindigkeiten der Stabilierung gûnstig sind. Dieser labilen 
Bewegung werden sich bei grofser Gescbwindigkeit nocb stabile Scbwin- 
gungen ûberlagern, die man mit den Nutationen beim freien Kreisel 
vergleichen kann. Wegen ihrer kurzen Période Tâfst sicb unsere vorber- 
gebende Scblufsweise auf sie nicbt anwenden. 

Übrigens ist nocb zu erwâbnen, dafs bei nabezu vertikal stebender 
Lenkstange aucb bei beliebig grofser Gescbwindigkeit die Bewegung 
stabil bliebe, da für sebr kleine Werte Ton 6 aucb der letzte Koeffizient 
der Gleicbung A(A) = 0 positiv bleibt. In dem Pâlie sind beide Eigen- 
scbwingungen rascb genug, um trotz der scbeinbar starren Koppelung 
zwiscben Vorder- und Hinterrad die Stabilitât zu erbalten. Je mebr 
aber die Lenkstange geneigt wird, desto mebr nimmt die Stabilierungs- 
fâbigkeit der Kreiselwirkungen ab, entsprecbend dem allgemeinen Ver- 
halten^ wenn die beiden nicbt cykliscben Preibeitsgrade, hier Drebung 
um die Spurlinie und um die Lenkstange^ sicb einander nâbern. 

Wir woHen die erbaltenen Resultate nocb kurz mit der Erfabrung 
Yergleicben. Da ist zunâcbst nocb einmal zu betonen, dafs die An- 
nabme des mit dem Rad starr verbundenen Pabrers^ die der ganzen 
Diskussion zu Grunde lag, praktiscb nicbt zu realisieren ist, da der 
Fabrer immer durcb unwillkürlicbe, fast unmerklicb kleine Bewegungen 
die Stabilitât des Rades beinflussen kann. Die Hülfen, die er bier 
geben kann, sind zweierlei Art, Erstens kann er das Vorderrad im 
geeigneten Zeitpunkt ein wenig um die Lenkstange dreben und dadurcb 
centrifugal beeinfiussen. Die erforderlicben Ausdrebungen sind, wie die 
durcb die Kreiselwirkungen selbsttbâtig bewirkten, sebr gering. Perner 
kann der Fabrer durcb seitlicbes Keigen des Kôrpers ein entgegengesetztes 
Scbweremoment erzeugen, das das fallende Rad wieder aufricbtet. Bei 
freihândigem Fabren yerzicbtet der Radier auf die erste Wirkung und 
bat nur nocb die Scbwere zur Verfügung. 

Durcb die Erfabrung ist das Besteben einer unteren Gescbwindig- 
keitsgrenze bestâtigt, unter der das freibândige Fabren unmôglicb wird, 
offenbar desbalb, weil bei dem annâbernden Wegfall der Eigen- 
stabilierung des Fabrrades die Hûlfen, die das seitbcbe Keigen des 
Kôrpers leisten kann, nicbt ausreicben. Dagegen ist eine obéré Grenze 
praktiscb nicbt merkbar. Es liegt dies wobl daran, dafs, entsprecbend 
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iiaherer Zahlenreclinung von Whipple, die Labilitat des Fabrrads bei 
nicht zu grofsen Geschwindigkeiten, solchen, die tbatsacblicb überhaupt 
môglich sind^ noch sehr gering ist, so dafs scbon unmerkbar schwacbe 
Neigungen des Kôrpers ansreicben, uni die Stabilifât zu erlialten. 

Wenn nacb dem Vorbergebenden aucb die Eigenstabilierung des 
Pabrrades, eben wegen der leicbten Hûlfen, die der gescbulte Pabrer geben 
kann, nicbt gerade als erforderlicb nacbgewiesen ist, und desbalb aucb bei 
der tecbniscben Konstruktion die Prage nacb der moglicbsten Energie- 
ersparnis vor der nacb der Stabilitât stebt, so ist es docb kaum von 
der Hand zu weisen, dafs die Kreiselwirkungen zur Aufrecbterbaltung 
des Gleicbgewicbts bei der Pabrt beitragen, wir mocbten sagen, in 
besonders intelligenter Weise beitragen; sind sie es docb, die vermôge 
der Phase ibrer Wirkung zuerst ein Überfallen des Rades spüren und 
die dann die viel sfârkeren, aber etwas langsamen Centrifugalwirkungen 
in den Dienst der Stabilitât spannen. 

§ 9. Über vermeintliclie nnd wirkliche Kreiselwirkungen 
bei der Laval-Turbine. 

.. Die géniale Konstruktion des scbwedischen Ingénieurs de Laval 
bat die Tecbnik mit Dampfturbinen von aufsergewôbnlicber Geschwindig- 
keit und besonders gutem Wirkungsgrade* verseben. Der Scbwerpunkt 
der Konstruktion liegt natûrlicb auf tbermodynamiscbem und bydro- 
dynamiscbem Gebiet, in der direkten Verwendung des rapide aus- 
strômenden Wasserdampfes zum Antrieb und in der sinnreicben Porm- 
gebung der Laval’scben Dûsen. Diese in den Turbinenbau eingefûbrten 
neuen Gedanken sind nicbt nur £ür die tecbniscbe Praxis, sondern aucb 
fur die tecbniscbe Wissenscbaft folgenreicb gewesen, so dafs die Er- 
forscbung der Strômungs- und Druckverbâltnisse in einer Lavaldüse 
jetzt ein wicbtiges Spezialgebiet der tecbniscben Tbermodynamik*) aus- 
macbt. 

Was uns bier interessiert, ist indessen ein rein dynamiscbes Pro- 
blem, welcbes de Laval zugleicb gelôst bat. Den boben XJmdrebungs- 
zablen der Lavalturbine (20000 bis 30000 Touren in der Minute bei 
kleineren Ausfûbrungen) wûrde kein Lager und keine Welle gewacbsen 
sein; jede Excentrizitât des Lagers und jede Verbiegung der Welle 
würde vermôge der ungebeuren Oentrifugulkrâfte zu einer Zerstôrung 
der ganzen Konstruktion fûbren. Das Mittel, das Laval biergegen 
gefunden bat, ist sebr merkwürdig: er macbte die Welle biegsam 

*) Vgl. dén Bericlit von K. Prandtl in der Encyklop*âdie der mathem. Wiss., 
Bd. V, Art. 4. 


§ 9. Kxeiselwirkungen bei der Laval-Turbine. 


885 


(etwa fingerdick) und erreichte dadurch eine Art Selbstcentrierung der 
Welle, die seitdem vielfack bei besonders bohen ümlaufsgescbwindig- 
keiten verwandt wird. Aucb bei dem Ereiselkompafs mit seinen 
20000 Touren (vgl. pag. 862) wirkt die einige Millimeter dicke Welle 
als nacbgiebig; beim Anlassen des Kreisels kann man, wâbrend derselbe 
diirch die Grescbwindigkeit von etwa 10000 Touren hindurcbgeht, eine 
Andeutung des kritiscben Scbleuderns (s. unten) mit dem Obr ver- 
nebmen. Denselben Erfolg wie durcb die Nacbgiebigkeit der Welle 
kann man durcb eine Pederung des Lagers erreicben. Aucb dieses 
Konstruktionsmittel ist seit Laval vielfacb in der Tecbnik benutzt worden. 

Als die Lavabscbe Welle bekannt wurde, glaubte man, ibr über- 
rascbendes Verbalten auf eine Kreiselwirkung zurückfübren zu soUen. 
So wie sicb der Kreisel angeblicb in eine gleicbmâfsige Rotation um 
eine stabile Drebaxe einstelle, so solle aucb das Lavarscbe Turbinenrad 
eine stabile Rotationsform aufsucben. Der Vergleicb ist nacb beiden 
Seiten bin irrig. Der Kreisel wecbselt im AUgemeinen seine Drebaxe, 
indem er eine Prâcession bescbreibt; wenn das Turbinenrad bei zu- 
nebmender Gescbwindigkeit einer gleicbmâfsigen ümdrebung zustrebt, 
so berubt dies auf anderen und im Grunde viel einfacberen dynamiscben 
Prinzipien"^), wie auf denen der Kreiselbewegung. 

Das Verbalten der biegsamen Wellen bei scbneller Ümdrebung 
wird also hier nicbt eigentlicb als Anwendung, sondern als Beispiel 
einer falscben Anwendung der Kreiseltbeorie •‘^* **) ) zu besprecben sein. Es 
wird am einfacbsten verstândlicb, wenn man die Frage in die aucb 
für tecbniscbe Zwecke so wicbtige Tbeorie der Resonanz einordnet 
(Nr. 1). Dafs diese Tbeorie ausreicht, um die wirklicb beobacbteten 
Erscbeinungen des anfanglicben Scbleuderns und der nacbtraglicben 
Berubigung der Welle zu erklaren, kann an einem Modell zablenmâfsig 
nacbgewiesen werden (Nr. 2). Die Kreiselwirkung kommt nur sekundar 
zur Geltung, wenn man, die einfacbste Anordnung verlassend, das 
Turbinenrad nicbt in der Mitte der Welle, sondern z. B. an deren 
freiem Ende, oder wenn man mebrere Turbinenrâder auf derselben Axe 
anbringt (Nr. 3). Insofern scbliefst der jetzige Paragrapb an die voran- 
gebende Bebandlung des Fabrrades an, bei dem ja die Kreiselwirkung 
aucb mebr sekundârer Art war. 


*) Vgl. A. Fôppl, Civil-Ing. pag. 333, 1895. 

**) lu dem klassischen Leiirbuch von A. Stodola, Die Dampfturbine, Berlin 
1905, 3. Aufl., ist natürlich aucb das Verbâltnis zur Kreiseltheorie voUstândig 
koxrekt dargestellt. Wegen der Tbeorie der kritiscben Grescbwindigkeit vgl. 
Nr. 62—70 seines Bucbes. Weitere Litteraturangaben in Encyklopâdie der matbem. 
Wiss. IV 27, Art. Kârman, Nr. 13 b. 
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IX. Technische Anwendungeii. 


1. Die Selbsteinstellung dilnuer Wellen. 

Wir betraehten das folgende idealisiortc Modell der Lavarschea 
Anordaung (Tg!. Fig. 138 a und b). 

Die düaae Welle (Liinge 21) sei mit ihren Eudpuukten P, Q fest 
gelagert; in ibrer Mitte trage sie das Ilad li (Masse Jlf); der Scbwer- 
punkt desselbea, der hier genau auf der Mittellinie der Welle aa- 
genommen wii-d (resp. Ton dein angenonunen wird, dafs er sehr viel 
weniger von der Mittellinie der Welle absteht ala diese von der Lager- 
mittellinie FQ), sei S) O sei die Mitte der geometrischen Verbindang 




der Lagerungspunkte P und Q. Da die Welle scbon in der Ruhe nie 
genau gerade sein wird, baben wir mit einem gewis.s((n ursprünglicben 
Abstande e der Punkte O und S zu rechnen. Bei der Bewegung gebe 
derselbe in den Abstand r über. Um die für xmsero Frago unwesent- 
licbe Wirkung der Scbwere auszuschalten, steUen wir die Gerade PQ 
am bequemsten in das Lot. Von der Masse der Welle konnen wir im 
Verbâltnis zu der Masse M des Rades absehen; die Masse M denken 
wir in den Punkt S konzentriert. Aucb konnen wir, wie es in der 
Tbeorie der Balkenbiegung üblicb ist, den Unterscbied zwischen der 
eigentiicben Lange der gebogenen WeRe und derjenigen der Ver- 
bindungslinie ibrer Endpunkte, 2 Z, vernachlâssigen. 
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Wir haben also das folgende âufserst einfache Bild, bei dem wir 
nur mebr von der Mittelebene EJE zwischen den Punkten P und Q 
zu sprecben brauchen: 

Der Pxmkt S von der Masse M ist durcb Symmetrie in der Ebene 
der Fig. 139 festgehalten nnd wird in dieser mit der gegebenen Winkel- 
gescbwindigkeit œ um den festen Punkt O nmgedrebt. Er stebt nnter 
dem Einflufs einer elastisclien Kraft welcbe nach O bin wirkt und 
ibn in den Abstand e von O zu bringen sucbt. Gesucht wird der 
tbatsacblicbe Abstand r 
des Punktes S von O 
bei jeder gegebenen Um- 
drebungsgesebwindig- 
keit CO. 

Die Kraft F bat 
ibren ürsprung in der 
Elastizit'ât der Welle; 
man kann sie, bei Be- 
scbrânkung auf kleine 
Ausbiegungenr—e, die- 
sen proportional setzen, 
also: 

(1) F^f(r-e) 
annebmen. 

Der Koeffizient f 
bângt von der beson- 

deren Lagerung der Welle ab. Die beiden âufsersten MôgbcbkeiteUj. 
die in Fig. 138 a und b dargestellt sind, wâren: a) Die Lager lassen 
freie Beweglicbkeit um die fest gedacbten Endpunkte F y Q zu, freie Auf- 
lagerung; b) die Lager balten nicbt nur die Endpunkte P, Q, sondem 
aucb die Ricbtungen der Welle in ibnen fest, Einspannung, Diesen 
beiden GrenzfâUen entsprecben die Werte von f 

^JL 

P ’ 



Pig. 139. 


a) f-- 


b) f=—jr-’ 


wo E und P Elastizitâtsmodul und Trâgbeitsmoment des (z. B. als 
kreisfôrmig zu denkenden) WeUenquerscbnittsum einen seiner Durcbmesser 
bedeuten. In Wirklicbkeit wird die Beweglicbkeit um die Enden nicbt 
unbebindert frei, aber aucb die Einspannung wegen einer kleinen Nacb- 
giebigkeit des Lagers nicbt vollkommen sein. Es wird sicb also ein 
mittlerer Zustand ausbilden, mit einem Werte von f zwiscben den Grenzen 

(2) 6<|j<24. 
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IX. Tecbnische Anwendungeu. 


Die elastische Kraft F wird im Zustande der gleickfôrmigen Um- 
drehung a durch die Oentrifugalkraft 

Mrœ° 


ins Gleichgewicht gesetzt. Dater die Gleicluiiig: 

/’(y — e) = Jf r(D^ 

oder 


( 3 ) 

mit der Abkûrzung 

( 4 ) 




(dI 


e 



r 

M 


(O J. beifst die kritiscbe Umdreliungageachwindigkeifc. 

Verfolgen wir in Fig. 140 den Verlauf von r mit wacbsendem co, 
so sehen wir: bei kleinem (o ist r^e selir klein; r wachst rapide, 

wenn vsicli co dem kritischen 
Wert niihert; r schlagt ins 
Négative um, wenn über- 
schritten wird, und nahert sich 
bei weiter wachsendem co dem 
Werte 0. AIb geeigneten Wert 
der UindreluingBzahl des Dauer- 
l)etriebe8 wahlt fjaval co«=«70^. 
Nacb ül. (3) entspricht diesem 
eino Abweicluing r von der 
<ü genauen (îcnitrierung, die nur 
noch den 4H. Teil der anfâng- 
lichen, an «icb sclion kleinen 
Excentrizitat auemacht. In der 
Figur ist als Ordinate |r| aufgetragen, d. h. vom Vorzeicdicn abgesehen 
worden; das négative Vorzeichen von r bei oo > bedeutet offenbar, 
dafs die WeUe nacb der entgegengesetzten Seite dvirehgebogen ist wie 
ursprünglicb fûr co < Die Figur ist vollig identisch mit der in § 5 
betracbteten ^Grundkurve^^, GL (18), Fig. 125, die auch schon dort als ein- 
facbster Typns einer Resonanzkurve bezeicbnet wurde-, nur wurde dort das 
Quadrat der jetzigen Ordinate aufgetragen. Die vollige Centrierung 
oder SelbsteinsteUung des Turbinenrades wird also wirklich asymptotisch 
angestrebt. In dieser Endlage werden keine Schleuderwirkungen mebr 
anf das Lager übertragen; die Gleicbmafsigkeit des Umlaufs ist idéal. 
In der Nâbe der kritiscben ümlaufszahl dagegen ist das Lager sowie 
die Welle ernstlicb gefâbrdet. Bei den wirklichen Ausfilbrungen sind 
Arretierungen der WeUe vorgeseben, welcbe gefabrlicbe Ansschlâge 
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yerliindern. Bei einem kleinen Modell (vgL unten) genügt es, die 
Welle zwiscken zwei Fingern zu Lalten, um sie den kritischen Zu- 
stand gefabrlos überwinden zu lassen. 

Es verstekt sici. von selbst, dafs die vorstehende Betraclitung nur 
den zu jedem o gehôrigen Endzustand wiedergiebt. In Wirkliclikeit 
wird der Übergang von einem zu einem anderen œ von Scbwingungen 
um den Endzustand begleitet sein, die sicb aber zeitlicb abdâmpfen. 
Wir kommen auf diese Scbwingungen sogleicb zurück. Wicbtig sind 
sie nur für den Nacbweis der Stabilitât der gleicbfôrmigen üm- 
drebung. 

Um den Zusammenbang mit dem Resonanzprinzip bervortreten zu 
lassen, empfieblt sicb eine zweite Bebandlung desselben Problems in 
Koordinaten. Die recbtwinkligen Koordinaten von S in Bezug auf ein 
durcb O gelegtes festes Axenkreuz (Fig. 139) seien x, ÿ; rj seien die 
ebenso gemessenen Koordinaten eines Hûlfspunktes nâmlicb des- 
jenigen Punktes, dem S vermoge der Elastizitât der Welle zustrebt, so 
dafs Sq den Abstand e von O bat imd auf gleicbem Radius vektor wie 
S begt. Die elastiscbe Kraft F zerlegen wir in die recbtwinkligen 
Komponenten F^, Fy. Nacb dem Ansatz (1) und mit Rücksicbt auf 
den Vorzeicbensinn dieser Kraft wird 


(5) F^=-f{x-D, 

Von der Centrifugalkraft Z baben wir jetzt abzuseben, da wir die 
Bescbleunigungen in unseren Gleicbungen direkt zum Ausdruck bringen 
wollen. Diese lauten jetzt: 


= 


— F 


M 


d^y 

dt^ 


F, 




oder mit Rücksicbt auf die Gleicbungen (4) und (5): 

Diese Bewegungsgleicbungen für x und y lassen sicb leicbt inte- 
grieren, wenn die recbten Seiten, d. b. die Koordinaten §7^ unseres 
Hûlfspunktes bekannt sind. Dies ist allerdings streng genommen 
nicbt der FaU. Wir bemerken aber, dafs sie sehr kleine Grofsen, von 
der Ordnung der ursprünglicben Excentrizitât e sind, indem ja 

^2 ^ ^2 Desbalb ist es erlaubt, sie nâberungsweise zu be- 

recbnen, indem man annimmt, dafs gleichfôrmig umlâuft. Wir 
scbreiben also, indem wir die Umlaufsgescbwindigkeit co nennen: 

(7) ^ = e cos œtj rj=^ esmcot. 


*) Vgl. Stodola 1. c. Nr. 103, 

Klein-Sommerfeld: Kreiselbewegung. 
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IX. Teclmisclie Anwendungen. 


Die Gleiclnmgeii (6) nehmen daiux die Porm einfachster Schwiii- 
gungsgleiclixmgen an; beide Preibeitsgrade x imd tj sind Toneinander 
unabbângig; beide baben dieselbe Eigenfrequenz ca^, wie die linken 
Seiten der Grl. (6) zeigen. Die Terme der recbten Seiten lassen sich 
deuten und wirken als âufsere Krafte von der Riclitung x und y, der 
Période o und der sehr kleinen Amplitixde oa^e. Solcbe Krâfte er- 
zeugen eine erzwungene Schwingung der x- und ÿ-Koordinate von der- 
selben Période a und im AUgemeinen sehr kleiner Amplitude, es sei 
denn, dafs ihi-e Période mit der Eigenperiode des schwingenden Systems 
nahe ûbereinstimmt. In letzterem FaUe genügeu beroits kleine Krafte, 
um erhebliche Ausschlâge hervorzubringen: wir liaben die wohlbekannte 
Erscheinung der Resonanz. 

Aus (6) und (7) ergiebt sich, wenu man den Aiisatz x^raoscot, 
y = r aia. a t macht, 

also als Ausdmck der erzwungeneu Schwingung: 


( 8 ) 


yi 



C08 

siu 


(ot, 


in Übereinstimmung mit f3). Derselbe Vorgang, der in (3) als „zirkn- 
lare^^ Schwingung dargestellt ist; erscheint in (8) in zwei ,,linear 
polarisierte^^ zerlegt. 

Dies ist aber nur eine partikulare Bewegungsform. Das aUgemeine 
Intégral von (6) erhalten wir, wenn wir die freien Schwingungen hinzu- 
fûgen. Sie ergeben sich durch Nullsetzen der linken Seite von (6) zu 

(8') A cos cojji + B sin cojJ,. 

y ■' 

In Wirklichkeit setzen sich den periodischen Verl)ieguiigen der 
WeUe erhebliche Materialwiderstande entgegen, die wir in GL (6) nicht 
berücksichtigt haben. Diese bewirken bei den freien Schwingungen 
ein schneUes Abklingen in der Zeit, bei den erzwungenen eine starke 
Eeduktion der wirklichen Amplitude gegenüber der in ( 8 ) erreclmeten. 

Wir bestâtigen also das in GL (3) und Fig. 140 enthaltene Résultat, 
indem wir dasselbe folgendermafsen ergilnzen: Der gleichformige Um- 
lauf von der Période oo (erzwungene Schwingung) ist im AUgemeinen 
von Schwankungen der Période co^ (freien Schwingungen der biegsamen 
WeUe) überlagert, welche bei jeder Geschwindigkeitsanderung neu an- 
geregt werden, aber alsbald wegen innerer Widerstilnde abklingen. Das 
Ampli tudenbild Pig. 140 ist mit Rücksicht auf eben diese Widerstânde 
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im Sinne der punktierten Kurve abzuândern. Die Jcritische ümdrehungs- 
mhl erweist sich als Eigenfreqiiem der Welle (und zwar als deren 
^^Grrundfrequenz^^; die Oberschwmgungen kommen wegen ikrer Kürze 
nickt in Betrackt) und der ganse Vorgang als typisches JResonansphànomen. 
Der oben erw’âhnte Vorzeichenweclisel in Gl. (3) beim Überschreiten der 
Resonanz, welcber eine znr ursprünglicben entgegengesetzte Ausbiegung 
bedeutete, entspricht dem wohlbekannten Phasensprung der Schwingung 
an der Resonanzstelle, vermoge dessen sie oberhalb der Resonanz binter 
der Phase der anregenden Kraft uni 180® zurückbleibt. Die Selbst- 
centrierung der Welle erklàrt sich ans der allgemeinen Tragheitseigm- 
schafù elastischer Système, die sie verhindert, in merklichem Grade Ejrâften 
nachzugehen, deren Wechselzahl wesentlich über ihrer Eigenfrequenz 
liegt. Im Gegensatz zu Spâterem sei noch hervorgehoben, dafs diese 
Eigenfrequenz unabhângig davon ist, ob das Turbinenrad rotiert oder 
nicht. Wegen der Anordnung ' des Rades in der Mitte der Welle wird 
nâmlich sein Rotationsimpuls durch die elastische Schwingung der 
Welle nur paraUel mit sich verlagert, übt daher keine Kreiselwirkung 
ans und beeinflufst den Charakter der elastischen Schwingung über- 
haupt nicht. In Folge dessen lâfst sich die Eigenfrequenz von vorn- 
herein an der nicht rotierenden Welle experimentell ermitteln. 

2. Zahlenbeispiel. 

Eine quantitative Prüfung der hier entwickelten Théorie wird 
wesentlich darauf zu zielen haben^ die Übereinstimmung der kritischen 
Geschwindigkeit mit der Période der Eigenschwingung der elastischen 
Welle nachzuweisen. Dies gelingt an einem einfachen VersuchsmodelL*), 
dessen Abmessungen folgende sind: 

Welle (aus Silberstahl) : 

Dicke derselben c? = 3 mm, 

L’ânge 2ï = 40 cm-, 

Scheibe (aus Rotguls), in der Mitte der Welle aufgekeilt: 

Masse derselben Af = 1 kg. 

Antrieb der Welle von Hand mit versteUbarer Übersetzung (2, 3 oder 4). 
Die Masse der Welle ist gegen die der Scheibe zu vernachlâssigen. 

Als kritische Umdrehungszahl, d. h. als Anzahl der Umdrehungen 
pro Minute im Zustande maximalen Schleuderns, wurde an einem 
Metronom beobachtet 

= 290. 

*) Dasselbe gebôrt der Sammlung fûi tecbnische Mecbanik der Aacbener 
Hochscbule und wurde auf Kosten des Aacbener Bezirksvereins deutscber Ingenieure 
bergestellt. 


67 * 
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IX. Technische Anwendungen. 


Der theoretische Wert derselben ist nach Gl. (4): 

30 so-i/T 
(9) j£ y M ' 

Die Grôfse tou f , das Mafs für die elastisclie Federung der Welle, 
kann wie es Fôppl getan bat, diirch direkte Ausbiegungsyersuclie au 
der Welle bestimmt werden. Wir begnügeu uns mit der tlieoretiscben 
Ermittelung von f und benutzen dazu zumichst die obige Formel a). 
In dieser kommen die Grôlsen E und J vor. 

Der Elastizitâtsmodul E von Stahl ist etwa 

T? _ O Gew icht ^ 2 _ . ()Hi kg Masse 

Das Trâgheitsmoment J des kroistormigcn (Jaenscdmitts vom Durcb- 
messer d und dem Flâcbeuinhalt E' berechuet sicdi bekauntlich zu 

J /A')' = = 4 mm' -- 4 • 10" ^ cm'*. 

i \'i J 04 

Daraus ergiebt sich nach a) mit l »= 20 cm; 

/•== 590 kff 
• * ' Hec“ 

und daher nach (9) 

= ®^®yr)9ü = 2 :k). 

Dieser Wert stimmt der Grofsenordnung nach mit dem beobachteteii 
von 290 minutlichen TJmlâufen ilberein und weicht von ihm in dem- 
jenigen Sinne ab, den wir nach allgemeinen Überlegimgen m erwarten 
haben. In der That giebt die Formel a) uur eine nnten^- Grenze für f 
und n, da die Richtungsanderang an don Enden der Welle nicht voUig 
frei, sondern durch die Pûhrung im Lager etwan bahindert ist. Würden 
beide Lager wie eine voUkommene Einspannung wirken, was nach ihrer 
leichten Konstruktion gewifs nicht der Fall ist, so würde nach Formel b) 
der Wert von f sich vervierfachen, der von n sich verdoppeln und da- 
mit erheblich über den beobachteten Wert binausgehen. 

Bemerkenswert war bei dem Modeli die bedeiitende Arbeit, die an 
der Handkurbel zu leisten war, wenn die Welle mit einer dor kritischen 
benachbarten Tourenzahl in XJmdrehung gehaltcn wurde. Da die Lager- 
reibung (Kugellager) sehr gering ist und Tnlgheitswiderstande im 
Dauerbetrieb überhaupt nicht zu überwinden sind, wird cliese Arbeit 
lediglich zur Überwindung der hmeren Ileibung verbraucht, die den 
wecbselnden Verbiegungen der Welle im Zustande des Schleuderns 
entgegenwirkt. Nach GL (3) oder (8) ist das Schleudern bei gleicher 
ümdrehuugsgeschwindigkeit um so grofser, je grofser c, d. h. die ur- 
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sprîiiigliclie Abweicliung der Welle von der Greradheit ist. Bei einiger- 
mafsen merkliclier Krümmiing kann es vorkommen^ dafs es ûberkaupt 
nicht gelingt^ die Welle über die kritiscbe Geschwindigkeit binaus- 
zubringen, trotzdem nacb Mafsgabe der gewâblten Übersetznng die 
XJmdrebung über der kritiscben liegen müfste. Der Übertragnngsriemen 
von der Handkurbel nacb der Welle gleitet dann auf der Riemenscbeibe, 
indem seine Adbâsion nicbt ausreicbt, die bedeutenden Bewegungs- 
widerstânde des Scbleuderns zn ûberwinden, nnd die Welle fâbrt fort, 
mit einer etwas unterbalb der kritiscben gelegenen Gescbwindigkeit zu 
scbleudern. Besonders auffâUig wurde dies, als der Handantrieb dnrcb 
einen Motor von einigen P. S. ersetzt wurde; aucb dieser konnte die 
kritiscbe Gescbwindigkeit nicbt ûberwinden, indem der Riemen ver- 
sagte. Die Berubigung der WeUe lâfst sicb aber sofort erreicben, 
wenn man in der Nabe des kritiscben Zustandes die Ausbiegungen 
und damit den Grund für die Arbeitsverluste und Bewegungswider- 
stânde bescbrankt, wie bereits pag. 888 angegeben. 


3. Das Hinzutreten von Kreiselwirkungen. 

Bei alledem war von Kreiselwirkungen nicbt die Rede. Diese 
treten erst binzu, wenn das Turbinenrad durcb das Scbleudern der 
WeUe nicbt nur verscboben, sondern aucb verdrebt wird, oder, dyna- 
iniscber ausgedrûckt, wenn der 
Drebimpuls des Turbinenrades 
durcb das Scbleudern eine Ricb- 
tungsânderung erfàbrt. Die 
Bedingungen bierfür sind be- 
sonders gûnstig bei der An- 
ordnung der Fig. 141: Turbinen- ^ 
rad am Ende einer frei scbwe- 
benden WeUe. 

Nebmen wir aucb bier einen 
gleicbformigen Umlauf der W elle 
als Endzustand an (nacb Ab- 

klingen der in wecbselnden Zustânden angeregten freien Scbwingungen), 
so bestebt dieser, kreiseltbeoretiscb gesprocben, in einer gleicbmâfsigen 
Prâcession des Turbinenrades, bei der seine Normale, die Figurenaxe OF’, 
unter einem gewissen Winkel d ' gegen die bier horizontal gestellte Axe O V 
geneigt ist. Die Kreiselwirkung K dieser Prâcession stebt auf OV und 
OF senkrecbt, wirkt also um die Normale zur Zeicbenebene, wenn 
sicb OF gerade in der Zeicbenebene befindet, und zwar nacb der 
Regel vom gleicbsinnigen Parallelismus in solcbem Sinne, dafs sie die 




894 


IX. Technische Anwendungen. 


Welle nach ilirer ursprüngliclien Lage zurückzulenken strebt, ebenso 
,wie die elastiscben Widerstânde und umgekebrt wie die Centrifugal- 
kraft Z. 

Wir fragen jetzt aacb der Gleicbgewicbtsiigur unserer Welle, wenn 
sie durcb die an ibrem Bnde {x = 0) -wirkende Eirizelkraft Z, sowie 
dnrcb das Krâftepaar K belastet ist. Diese Frage geliort in die 
Tbeorie der Balkenbiegung. Die Grundgleichung dieser Tbeorie lautet 
bekanntlieb 

(10) Æ/g.-ÎK, 

wo 9Ji das sog. Biegungsmoment für den Querschnitt x, hier 

( 11 ) ^^K-Zx, 

und y die Ton der ursprünglichen Lage (der a;- Axe OV) ans gerecbnete 
Ausbiegung bedeutet. Aus (lOl und (11) ergiebt sich durcb Intégration: 


( 12 ) 


\Er. 


dy 


dx 


EJy 


■ Kx + Z-^- + A, 

J* 

K^^JrZ^l + Ax + B. 


Die Integrationskonstanten A, B sind durcb die Qrenzbedingungen an 
der Einspannnngsstelle (für x = 1) zu berechnen, niimlich: 


Dieselben liefern: 


dx 


0 und y = 0 für x — l. 


+ KI-Z 


l* 


B- 


+ K^l- - Z-‘- -KP + Z 2 

TT*’ U. 

-K:~ + Z^- 


Diese Eonstanten bedeuten nacb (12) zugleich die Grôfse Ton 
EJ^ und EJy für æ •= 0. 

Scbreiben wir nacb Fig. 141 — ■d' für dyjdx und ij für y am Ende 
der Welle, so baben wir: 


(13) 



Kl + Z\, 

K^ + Zl 


Durcb ri und sowie die Umlaufsgeschwindigkeit gj drückt sich 
Z und jE aus. Biner seits ist 


Z ^ 
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andererseits nach Gl. (III)*) in § 1, wenn wir sin 0- durch. O*, cos S' durct. 1 
ersetzen, die Ablenkungsgescliwiiidigkeit des Eigenimpulses JV" in 

nnserem FaHe mit der Umlanfsgescliwindigkeit œ identifizieren und den 
Eigenimpuls zu N = Ceo cos d' === Ceo bereclinen: 


Die Gleicbungen (13) ergeben dater folgende Bestimmungsgleicliungen 


für und tj: 
(14) 


(l + 


(C-A)o)H 


EJ 
{G — A)mH^ 


2EJ 




McoH^ ^ 
, Mmn\ „ 


Diese Gleiebungen liefern im AUgemeinen als einzig môglicbe 
Gleicbgewicbtsform der Welle: 'y] 0, d. L keine Ausbiegung. 

Das mulsten wir erwarten. Denn wir baben bier die Welle still- 
sebweigend in ibrer nrsprûnglichen Form als voUkommen gerade 
voransgesetzt — anders wie in Nr. 1, wo wir von Anfang an mit 
einer gewissen Excentrizitât e recbneten. Dater verscbwindet zu An- 
fang die Centrifugalkraft sowohl wie die Kreiselwirkung und der gerade 
Zustand bleibt tbeoretiscb erbalten. 

Trotzdem liefert GL (14) bereits eine Andeutung für die môgtcben 
Ausbiegungen der Welle bei der kritiseben Gescbwindigkeit. Diese 
Gleiebungen sind nâmlicb für beliebige Werte S’ miteinander ver- 
trâglicb in dem besonderen Falle, wo ibre Déterminante verscbwindet. 
Dies liefert die folgende Bedingungsgleicbung fur 


(15) 


, (C—A)co‘l'^/^ MaHO) McoH^ {C—A)<oH 

ST jr ZEJ)^ iEJ iEJ 


oder, wenn wir die gleickbenannten Koeffizienten (sec^) 


(16) 

einfahren; 


(C — A)l MP 

EJ ’ EJ 


emeo^ — 12 co^ = 


12 . 


Die positive Wurzel dieser Grleicliung heifse ra/. Sie berechnet sich zn: 


(17) 03 / = ^(6c - 2m + yi2cm + (6c - 2m)") . 

Bei dieser Umdrebungsgescbwindigkeit sind, wie wir sagten, die Ab- 
weiebungen t], 'Ü’ beliebig und es kann ein unbegrenzt starkes Scbleudern 


*) Wir müssen bier die genaue Formel ÇQI) statt der Nàbening (D) benutzen, 
weil die Drebaxe niebt mit der Figurenaxe des Turbinenrades , sondem mit der 
,,Yertikaleii“ OV der Fig. 141 zusainmenfô.llt. Die Botation um die Figurenaxe 
ergibt sicb daber zunâcbst gleicb co cos -a*, kann aber, wie im Text gesebeben, 
dureb ® eraetzt werden. 
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der Welle eiutreten; vorlier und nachlier dagegen ist die Welle wie zu 
Anfang genau centriert. Wir erhalten also für tj, ^ die graphische 
DarsteUung der Fig. 142: Im Punkte ra = der Abscissenaxe eine un- 
bestimmte Ordiaiate, überaH sonst die Ordinale NuU. Man kenut die 
Bedeutung dieses etwas paradox klingenden Resultates von anderen 
Problemen der Mecbanik ber (Knickungsvorgang, kleine Pendelscbwin- 

gungen). Es besagt nicbts anderes, 
als dafs beim Überscbreiten von C 3 =ra^ 
eine plotzlicb zu- und dann wieder 
abnebmende Ausbiegung stattfindet, 
die in Wirklicbkeit natürlicb vôUig 

D 

bestimmt ist nnd von der ursprüng- 
lichen Krümmung der Welle abhângt^ 
bei nnserem Ansatz aber imbestimmt 
^ bleiben mufste, weil wir die ursprüng- 
liche Krümmung vernachlassigt haben. 
Das wirkliche Ausbiegungsdiagramm 
wird also die in der Figur punktierte 
Gestalt baben; es scbmiegt sicb bei abnebmeiider ursprünglicber 
Krümmung immer mehr in die von uns berechnete recbtwinklige 
Ecke binein. Das wirkliche Ausbiegungsdiagramm bat also durchaus 
die Gestalt der früberen Fig. 140. 

Wir konnen dies leicbt im Einzelnen nachweisen, wenn wir die 
jetzige Recbnung durcb Einführung der ursprünglicben Krümmung er- 
gânzen und sie dadurcb derjenigen unter Nr. 1 anpassen. 

Die ursprünglicbe Krümmung denken wir uns hier etwa durcb 
den Einflufs der Scbwere auf das ûberhangende Turbinenrad hervor- 
gerufen, also durcb eine Kraft Q, die im Punkte « 0 angreift. Bei 
der Bestimmung ihres Momentes woUen wir uns aber die Ungenauigkeit 
gestatten, dafs wir dieses für die ganze Umdrebung konstant gleicb Qx setzen. 

Wir seben also weiterbin von der speziellen VorsteUung der 
Scbwere ab und ersetzen sie durcb eine für unsere Zwecke besonders 
bequeme scbematisierte Kraft, die sicb mitdreht und die im Prinzip 
dasselbe bewirkt, wie die Scbwere, nâmlicb durcb eine von Anfang an 
vorbandene Krümmung die horizontale Gleichgewicbtslage unmôglicb 
zu macben. 

Diese vereinfacbende Annahme bringt es mit sicb, dafs wir die 
vorigen Gleicbungen (10) bis (13) direkt übernebmen konnen, wobei 
wir nur Z Q statt Z einzutragen haben. Die Gleicbungen (13) lauten 
daber jetzt: 
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und statt der GleicLungen (14) erhâlt man: 



(C-~A)coH 

EJ 




McùH^ ^ Ql^ 
2EJ ~2ËJ’ 


+ 





M(dH\ 

ZEj)'^~ 


Æ 

SEJ^ 


Hieraus ergeben sicli für jeden Wert von œ ganz bestiimnte, im AU- 
gemeinen endliclie Werte von d' nnd rj, ünendlich werden dieselben 
nur dann, wenn die Déterminante der linken Seite verschwindet. Dies 
führt aber wieder genan auf die Bedingung (15) imd auf die kritische 
Umlaufzalil œ = Bei abnehmendem Q, d. b. zunehmender Gerad- 
heit der urspriingliscben Wellenform, gehen die eben genannten end- 
lichen Ausbiegungen in NuH über, wâhrend die unendliche Ausbiegung 
für CO = (Djj. den unbestimmten Wert 0 • oo annimmt^ ganz im Sinne 
nnserer Fig. 142. 

Von Interesse ist es für ims, die relative Wichtigkeit der Kreisel- 
wirkung (^,zusammengesetzte Centrifugalkraft^^ im Sinne Coriolis) zu 
derjenigen der gewolinlichen Trâgheitswirkung (einfache Centrifugal- 
kraft) beim Schleudern der Laval-WeUe festzustellen. Dies geschieht 
am einfachsten, wenn wir zusehen, in welchem Mafse die kritische 
Umdrehnngszahl infolge der Kreiselwirkung in die Hôhe gesetzt wird. 
(Eine Erhôhung, nicht eine Erniedrigung der kritischen Umdrehimgs- 
zahl wird die Ereiselwirkung bedingen, da sie ja nach der Eegel des 
gleichsinnigen Parallelismns der Ausbiegung entgegenarbeitet, also 
scheinbar die Steifigkeit vermehrt.) 

Sehen wir ’zunâchst von der Ereiselwirkung ab, indem wir G = 0 
und A = O setzen, also den Radius des Turbinenrades sehr klein nehmen. 
Der entstehende Wert der kritischen Geschwindigkeit heifse coj^o* Dieser 
entsteht ans (17), wenn wir c = 0 setzen. Da aber dann (17) in der 
Porm 0/0 erscheint, müssen wir eine Entwicklung vornehmen. Es ist 
bei kleinem c mit Rücksicht auf das positive Vorzeichen der Wurzel 
in (17) 


T/12 cm + (6c - 2my = | 6c - 2m | (l + + ■ ■ ■) 


= 2 m — 6 C + 


Qcm 

2m — 6c 




•9 


also nach (17) und (16) für c = 0: 

2 _ 3 _ SEJ 

HW * 

Derselbe Wert wâre auch direkt aus der zweiten ursprünglichen GL (14) 
zu entnehmen gewesen, die für (7=0 mûtatio mutandis mit GL (4) 
übereinstimmt. 
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In Wirklichkeit sind A und C nicht gleick NuU, sondern für eine 
dûnne Sckeibe voni Radius t ist: 


also nack (16) 





Nekmen wir beispielsweise den Durcbmesser der* Scheibe gleich der 
Lange unserer Welle Z, so ergiebt sick: 




und nack (17) 




m 


Wir kaben also 


* ^lo ^ 

d. b- die kritiscke Umdrekungszakl wird durck die Kreiselwirkung um 
97o keraufgesetzt. Der Einflufs ist also mekr sekundarer Art. 

Kreiselwirkungen werden nickt nur bei der frei sckwebenden 
Layalwelle auftreten, sondern immer dann, wenn das Sckleudern der 
Lavalwelle mit einer Riektungsânderung des rotierenden Turbinenrades 
verbunden ist. So z. B. auck bei einer beiderseits gelagerten Welle, 
wenn sick das Rad nickt gerade in der Mitte der WeUe befindet oder 
wenn mekrere Râder auf derselben Welle angeordnet sind. Die Be- 
rechnung der kritiscken Gresckwindigkeit fükrt dann auf kompliziertere 
Grleickungssysteme, ûber die man ailes Wissenswerte in dem Stodola’- 
scken Werke nacklesen kann. Neue dynamiscke Gesicktspunkte treten 
dabei nickt auf; immer kandelt es sick um das Gleickgewickt von 
Centrifugalkrâften und Kreiselmomenten an der elastiscken Welle. Die 
numeriscke Bedeutung der Kreiselwirkung wird dabei in dem Mafse 
zurûcktreten, als die durck das Sckleudern bedingten RicktungS” 
ânderungen des Turbinenrades je nack seiner Ânordnung in der Nâke 
der WeUenmitte geringer werden. Der Fall der freisckwebenden Welle 
stellte bereits ein Maximum für den Einflufs der Kreiselwirkung dar. 

Zum Scklufs môge erwaknt werden, dafs das Sckleudern auck bei 
diesen aUgemeineren Anordnungen zwar als Resonanzpkünomen gedeutet 
werden kann, dafs aber diese Auffassung insofern ikre praktiscke Be- 
deutung verliert, als jetzt die Eigensckwingungsdauer der Welle durck 
die Rotation beeinfluist wird und daker die kritiscke Umlaufszakl nickt 
von vomkerein durck Versucke am nickt rotierenden System bestimmt 
werden kann, aknlick wie die Sckwingungszakl eines Kreisels von seiner 
Umlaufszakl abkângt. Denn sobald das Turbinenrad rotiert, ist die 
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ursprüngliclie Biegungsscliwiiigung des Systems keine môgliclie freie 
Bewegung mehr, da die Kreiselwirkungen wie âufsere Momente wirken, 
die die Scbwingungsdauer yerândern. Zu jeder Umlaufsgeschwindigkeit 
wird sicli jetzt eine eigene freie Schwingungsdauer ergebenj da diese 
aber im Allgemeinen nicbt mit der TJmlaufsdauer übereinstimmt, so 
mufs die Welle wecbselnde Verbiegungeu dnrcbmacben. Eine solcbe 
freie Scbwingung ist aucb der durcL. die Gl. (14) und (15) dargestellte 
Bewegnngszustand, sie ist vor den anderen nur dadurcb ausgezeichnet, 
dafs bei ibr Umlaufsdaner und Scbwingimgsdauer zasammenfallen, so 
dafs die Welle als Ganzes rotieren kann. Das Kennzeicben der kritischen 
Umlaufsgeschwindigkeit ist also auch hier die Resonanz zwischen üm- 
laufszahl und freier Schwingungszahl. 


§ 10. Vemiisclite Anwendungen. 

Ohne irgendwie Yollstândigkeit anzustreben, woUen wir in diesem 
Schlufsparagraphen solche Anwendungen der Kreiseltheorie zusammen- 
steUen, welche wir nicht ausführlich besprechen konnen, teils weil uns 
der Gegenstand nicht hinreichend geklârt erscheint, teils weil er uns 
zu weit in technische Einzelheiten führen würde. Wir beginnen wie 
in § 2 mit den Kreiselwirkungen bei Pahrzeugen (Einschienenbahn), 
berichten über einige nautische Kreiselprobleme und schliefsen mit dem 
Problem der Ballistik, das unter aUen technischen Anwendungen der 
Kreiseltheorie am frühesten in Angriff genommen ist und bis zum 
heutigen Tage wohl am wenigsten befriedigend gefôrdert werden 
konnte. Eine Übersicht des Inhalts giebt die folgende Tabelle: 

A. Einschienenbahnen. 

1. Schwebebahn. 

2. Monorailsystem. 

3. System Brennan und Scherl. 

B. Nautische Anwenduugen. 

4. Raddampfer. 

5. Turbinendampfer. 

6. Der gyroskopische Horizont. 

7. Bemerkungen zur Aeronautik. 

C. BaHistik. 

8. Das dynamisch-hydrodynamische Problem. 

9. Die allgemeinen Erfahrungsthatsachen der BaHistik und die 

RoUe der Kreiselwirkungen. 
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IX. Teclinisclie Anwendungen. 


A. Einscliienenbaliiien. 

Die Überlegungen des § 2 zeigen deutlich, dafs die technischen 
Scbwierigkeiten bei Scbnellbabnen — von den ibrer Einführung ent- 
gegenstebenden und sebr mafsgeblichen wirtscbaftlicben Schwierigteiten 
braucbt hier nicbt die Rede zu sein — bauptsacblicb mit der zwei- 
schienigen Anlage unserer Babnen zusammenbângen. Die beiden 
Scbienenstrânge stellen zwei kinematiscbe Fübrungsbedingungen dar, 
die wegen des notwendigen Spielraums der Rader im AUgemeinen 
nicbt in gleicbem Mafse wirken, und das Eabrzeug bat zwiscben beiden 
soznsagen einen dynamiscben Kompromifs zu scblielsen. Daher das ab- 
wecbsebide Anlaufen dér Rader gegen die eine oder andere Schiene 
und das Scblingem der Wagen, die Entlastung der einen oder anderen 
Scbiene durcb Centrifugal- und Kreiselwirkungen und die fortgesetzte 
Verscblecbterung des Geleises, namentlicb aucb- die lastige Notwendig- 
keit der Überbôbung der âufseren Scbiene in einer Kurve, die nur fur 
eine mittlere Gescbwindigkeit berecbnet und nie vollstandig durcb- 
ofefübrt werden kann. Aile diese tlbelstande fallen bei einer Ein- 
schienenhahn von selbst fort. Man kann drei Typen derselben unter- 
scheiden: 

1. Stabile Anordnnng; Schiene oberhalb des Wagenschwerpunktes^ 
Schwébébahn, Patent Lange. 

2. Wenig stabile Anordnnng, Schiene in der Nahe des Wagen- 
schwerpunktes, Monorailsystem, Patent Behr. 

3. Instabile Anordnung^ Schiene unter dem Wagenschwerpnnkt, 
Patent Brennan nnd Scherl. 

1. Scliwebebaliii. 

Der erste Typns ist in Elberfeld-Barmen ausgeführt; er wird von 
vielen Sachverstândigen als Idéal einer technisch-vollkommenen Bahn 
angesehen: die Centrifugalwirkungen konnen sich in dem seitlichen Ans- 
schwingen des Fahrzengs ohne Schaden für das Material ausgleichen^ 
ebenso die Kreiselwirkungen der Antriebs- und Pûhrungsrâder, die hier 
wegen des kleinen Radradius übrigens ziemlich klein sein werden. Man 
kann bemerken, dafs beide Wirkungen sich hier nicht addieren wie bei 
der gewôhnlichen ZweischienenbahU; sondem subtrahieren, was man 
als eine erwünschte JSTebenerscheinung dieser Anordnung ansehen kann. 
In der That: das Moment der Centrifugalwirkung um die Schiene wirkt, 
wenn der Schwerpunkt unter der Schiene liegt, im entgegengesetzten 
Sinn wie bei der erewÔhnlichen Anordmincy. Mnmpint dfir Kreisel- 
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wirkung aber im gleichen Sinn wie bei jener, also (ygl. § 2) im um- 
gekehrfcen Sinne wie das Moment der Centrifugalkraft. 

Wir bestimmen etwa die Ansschwingung a des Wagens (Ab- 
weichung seiner Mittelebene von der Verfcikalen). beim Durehfabren 
einer Kurve vom Krümmnngsradius iî. Dabei mufs das Moment der 
Scbwere SDÎ durcb das Moment der Centrifngalwirkung S* nnd durcb 
die Kreiselwirkang K ins Gleicbgewicbt gesetzt werden: 

( 1 ) 

Nun ist, wenn M die Masse des Fabrzeugs nnd h die Hobe des 
Schwerpunktes unter der Scbiene bedentet: 

Perner wird, wenn v die Gescbwindigkeit in der Kurve ist, 

cosfô. 

Für die Kreiselwirkung K baben wir GL (II) des § 1 zu benutzen, 
da die Figurenaxe der umlaufenden R’âderj die die Kreiselwirkung 
bervorbringen, um den Winkel -O- = y — « gegen die Vertikale, d. i. 
die Axe der binzukommenden Drebung (Drebungsgescbwindigkeit 
geneigt ist. Wir baben also: 

K = — N~cosa: 

JLb ' 

das négative Vorzeicben entspricbt der vorangebenden Bemerkung über 
den umgekebrten Sinn der Kreiselwirkung und der Centrifugalwirkung. 
Es ist aber, wie in § 2 Gl. (2), 

JY = 

wenn m die auf den Umfang reduzierte Masse aller^Râder, r ihren 
gemeinsamen Radius bedeutet, also: 

-U' 

— m-^r cos a. 

jfi 

ünsere Gleichgewicbtsbedingung (1) liefert daber 

Bei den Probefabrten in Barmen-Elberfeld wurde die Gescbwindig- 
keit in Kurven so weit gesteigert, dafs Ausscbwingungen bis zu 25® 
vorkamen; wie die vorstehende Formel zeigt^ würde der Ausscbwingungs- 
winkel obne Kreiselwirkung nocb ein klein wenig grôfser ausfallen 
müssen. 
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2. Monarailsysteni.*) 

Dasselbe war für die Strecke Mancliester-Liverpool als Schnellbaka 
mit 150 km pro Stunde projektiert; docb ist in den letzten Jahren ûber 
das Zustandekommen dieses Projektes niclits bekannt geworden. Eine 
Versucbsstrecke war bei Gelegenbeit der Brûsseler AussteUung 1897 
mit 135 km pro Stunde in Betrieb und lieferte befriedigende Resnltate. 

Das Monorailsjstem verdient den Namen „Einscbienenbabn'^ nicbt 
in dem Mafse wie die Scbwebebabn, weil seitlicb unter der Tragscbiene 
nocb beiderseits je zwei Fabmngsscbienen angeordnet sind. Der Wagen 
bildet eine Art Sattel um die Tragscbiene, nm die er mit scbwer 
gehaltenen Fortsetzungen beruntergi'eift, und stützt sicb auf die Trag- 
scbiene von oben ber mit einem Rad von senkrecbter Ebene. In 
Kurven oder wenn das Gleicbgewicbt sonst nacb der einen oder an- 
deren Seite bin gestort ist, legt er sicb gegen die Fübrungsscbienen 
dieser Seite mit zwei Radern von borizontaler Ebene. Eine solche 
Stôrung des Gleicbgewicbts ist desbalb zu gewartigen, weil der Scbwer- 
punkt des ganzen Wagens nur wenig von der Laufscbiene absteht, der 
Wagen sicb also statiscb nabezu im indifferenten Gleicbgewicbt befindet. 

Bleibt diese geringe Stabilitllt nun aiicb bei voiler Fabrt besteben 
oder findet hier eine ausgiebigere Stabilierung des Gleichgewichtes 
statt, eine Stabilierung, die offenbar nur durcb eine Kreiselwirkung 
der umlaufenden Râder bervorgebracbt werden konnte? Nacb den 
Angaben des Konstrukteurs, nacb denen die seitlicben Fübrungs- 
scbienen nur ausnabmsweise in Kurven beansprucbt würden, und 
nacb den Ergebnissen der Versucbsfabrten, deren Rube gerübmt 
wurde, mûfste man dieses voraussetzen. An sicb ist es ja nicbt 
undenkbar, daXs die umlaufenden Massen von Rad und Motor gegen 
ein Umkippen des Wagens nacb der Seite zunacbst mit eiuer kleinen 
Drebung um die Vertikale und durcb Vermittelung dieser mit einem 
Kreiselmoment um die Scbiene reagieren, welcbes den Wagen wieder 
aufricbtet, wie dies durcb die Formeln (IV) des § 1 scbematiscb 
bescbrieben wird. Da die Kreiselwirkung mit dem Quadrat der Fabr- 
geschwindigkeit wacbst, wâre Erbôbung der Stabilitât bei Erbôbung 
der Gescbwindigkeit zu erwarten (aufser gegenüber den Centrifugal- 
wirkungen, die ebenfaUs mit dem Quadrat der Gescbwindigkeit wacbsen). 
Indessen ist bierbei wieder die ganz wesentlicbe Bedingung der er- 
forderlicben drei Freibeitsgrade (vgl. pag. 767) zu beacbten. Wenn 
durcb mangelnden Spielraum die Ausdrebung der Rader um die Vertikale 
gebindert bezw. durcb Reibung sebr erscbwert wird, so wird aucb die 

*) Ygl. Z. B. Centralblatt der Bauverwaltung 1890, pag. 550, 
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.stabilierende Wirkung unmôglich bezw. stark herabgesetzt. Ob unter 
diesen ümstândeii eine merklicbe Stabilierung ûberbaupt nocb zu Stande 
kommt^ kann bezweifelt werden. Sicher ist nur^ dafs das nacb GL (IV e) 
in § 1 berechnete stabilisierende Moment des IdealfaUes viel zu 
grofs ausfallen würde. Ziemlicb wabrscbeinlicb scbeint es, dafs bei 
grofser Gescbwindigkeit die Stabilierung leicbter zu Stande kommen 
kann^ wie bei kleiner, da hier für die seitlicben Ausdrebungen der 
JElâder weniger Spielraum beansprucht wird und die Reibung gegen 
solcbe Ausdrebungen nicbt in demselben Mafse mit der Gescbwindig- 
keit wacbsen dürfte wie die Kreiselwirkung selbst. 

Wir b’âtten diese in ibrer XJnbestimmtbeit wenig befriedigenden 
und wegen der geringen praktiscben Bedeutung des Monorailsystems 
wenig wicbtigen Betracbtungen bier kaum gebracbt^ wenn sie nicbt 
eine passende TJberleitung zu dem Stabilierungssystem beim instabilen 
Typus der Einscbienenbabn bildeten. Was im bisberigen Falle nur 
beil'âufig und unter ungünstigen Umstânden durcb die umlaufenden 
Râder bewirkt (oder gegebenenfaUs aucb nicbt bewirkt) wird, leistet 
im folgenden FaRe eine ausdrücklicbe Kreiselvorricbtung in ausgedebntem 
Mafse und unter woblerwogenen Bedingungen. 

3. System Brenuau uiid S chéri. 

Die Frage nacb der praktiscben Ausfübrbarkeit der Stabilierung 
eines TÔUig labilen Einscbienenwagens durcb eingebaute Kreisel ist 
scbon mebrfacb erôrtert worden: Aber erst in der allerjüngsten Zeit 
sind Versucbe in der Offentlicbkeit vorgefübrt worden, und zwar gleicb- 
zeitig im November 1909 von L. Brennan in England und A. Scberl 
in Berlin. Nacb den Bericbten baben sie zu günstigem Ergebnis 
gefûbrt, über die nâbere Anordnung der Kreiselkonstruktion ist aber 
nocb nicbts bekannt geworden, abgeseben von früberen kurzgebaltenen 
Patentscbriften* **) ), die aber die jetzige Form nur nocb in Umrissen 
trefifen werden. Wir bescbrânken uns daber aucb bier auf einige all- 
gemein gebaltene tbeoretiscbe Überlegungen.*^) 

Dafs tbats'âcbliôbe Stabiberung eines an sicb labilen Zustandes 
durcb Kreiselwirkungen môglicb ist, baben wir mebrfacb besprocben, 
z. B. bei der Diskussion der aufrecbten Kreiselbewegung. Im Prinzip 
wird es sicb aucb bei der Stabilierung des Einscbienenwagens um 
nicbts anderes als diese aufrecbte E^reiselbewegung bandeln, die bier 
natürlicb in modifizierter Form erscbeint. Denken wir uns z. B. âbn- 

*) Patent Brennan, D. R. P. 174402. 

**) Dieselben scbliefsen sicb teilweise an einen Aufsatz von A. Pôppl an: 
„Znr Tbeorie des Kreiselwagens der Einscbienenbabn^, Elektrotecbn. Ztscbr. 1910, 4. 
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licli wie im Falle des ScMick’schen Schiffskreisels im Einschienenwagen 
einen Kreisel in einem Rakmen angoorclnet, der um eine Qiieraxe des 
Wagens drehbar ist, so dafs wie beim Scbiffskreisel die Figiirenaxe in ' 

der Mittelebene des Wagens schwingen kann und in der Mittellage 
vertikal steht.^) Der Kreisel bat dann offenbar die namlichen Preiheits- 
grade wie ein einfacher Kreisel im kardanischen (jehiinge: Den inneren 
Ring vertritt der Kreiselrahmen^ der nm die Queraxe drehbar ist, den 
âufseren der Wagen, nni die Schiene drebbar. Nur sind die Tragbeits- 
momente nnd Scbweremomente der beiden nicbtcykliscben Preiheits- 
grade hier voneinander unterscliiedea. i 

Die erste Fordernng 7Air Kreiselstabilierung^ dafs zwei nicbt- 
cykbscbe Freibeitsgrade Yorbanden sein müssen, ist hier, iin Gegensatz j 

zum Monorailsystem, ausgiebig erfüllt. Aber der allgemeine Thomson- 
scbe Satz, den wir pag. 771 anfübrten, fordert nocb mebr: Es genügt 
nicbt eine gerade Anzahl von Freibeitsgradon znr cyklischen Stabilierung | 

eines labilen Znstandes, es ist vielmebr eine gerade Anzabl labiler Frei- ^ 

beitsgrade erforderlicb Darans konnen wir sofort entnehmen: Soll der ’ 

Kreisel in der beschriebenen Anordnung d(‘n Wagen wirklicb stabiliereu 
konnen, BOL.|^nfs er sicb selbst, abgesoben von den Kreiselwirkungen, im ! 

labilen Zustande befinden, sein Scliwerpunkt muls also oberhalb der Anf- i 

bângeaxe des Rahmens liegen. Beim Schii&kreisel lag im Gegensatz | 

dazu der Schwerpnnkt unterbalb der Auf hangeaxe (h > 0), da das Schiff ! 

von Anfang an stabil ist (jÎï> 0). Auf don îiUgemeinen Beweis des î 

Tbomson’scben Satzes braucben wir nicbt miher einzugebon, da er ganz f 

analog verl^üft, wie der folgende Beweis im spezielleu Falle des Ein- j 

scbienenwagens. 

TJm an die früber verwendoten Bezeichmingen beim Schiffs- 
kreisel anzuknüpfen, sei Q das Qewicht des Wagons, J sein Trâg- 
beitsmoment, um die Scbienenkante gemosson, // die H()he seines j 

Scbwerpnnkts. Ferner sei q das Gcwicht des K roi sols nnd Rabmens, f 

j sein Trâgbeitsmoment um die Aufhangeaxe, h die liolie seines | 

Scbwerpnnkts über der Aufhangeachse, die wir jetzt als positiv voraus- f 

setzen, endlicb sei N der Impuls den Kreisels. Die seitlichen Ans- • 

*) Dies ist nur eine von verscbiedencn mOglicheu Anorclmingen. Bei der 
ursprunglichen Ansführung von Brennan (vgl. unten) filllt die Mittellage des f 

Kreisels mit der Queraxe des Wagens zusammeu. Edppl untersckeidet (vgl. die i 

vorige Anna.) drei Hauptlagen, empfieklt aber die im Text besprochenc Anordnung : 

als die einfacîiste. 

**) Ob Stabilierung môglich ist, wenn einer der Freibeitagrade indifferent ist, 
bangt von spezielleren Voraussetzungen ab, Wir werden hierauf noch zurück- f 

kommen. | 



§10. Yermisclite Anwendniigen. 


905 


schlage des Wagens sollen durcli den Winkel die Ausschlage des 
Kreiselrahmens durch d' gemessen werden, und wir setzen in der 
ûblicheii Weise Yoraus, dafs zur Entscheidung der Stabilitât die ünter- 
sucbnng kleiner Aiisscbrâge 7 ^ und d' ausreichend ist. Von Reibnngs- 
Êinflûssen seben wir Yorlânfig ab. 

Durch seitlicbe Neigungen des Wagens wird nun der Kreisel in 
Schwingungen Yersetzt. Anf die beiden Preilieitsgrade wirken bierbei, 
wie im Falle des Scbiffskreisels, aufser den Scbweremomenten nocb die 
^^Kreiselwirknngen" 


K=N 


anf den Wagen, 


dd' 

dt 




dtp 

dt 


anf den Kreiselrabmen. Überbanpt kônnen wir obne Weiteres die 
Bewegungsgleicbnngen (5) Yon § 4 mit den entsprecbenden Andemngen 
wegen der nrsprünglicben Labilitât der Freibeitsgrade ^ und '0’ ûber- 
nebmen: 




Man brancbt nnr diese Gleicbnngen mit den Gleicbnngen (5) pag.367 
%u Yergleicben, nm die Analogie zur anfrecbten Kreiselbewegnng zn 
erkennen. 

Als Lôsung baben wir einznsetzen: 

^ = ^ a ' 

orbalten also: 

A{Jx^ — QjS) — aNx ^ Oy 
^ ^ a{jx^ — qh) + ANx =* 0 

nnd darans fur x die Gleicbnng: 

(4) {Jx^ -QH) {jx^ - qh) + N^x^ - 0. 

In dieser sind nnn aile Koeffizienten positiY, kann also die Wnrzel 
zwei négative^ somit x Yier rein imaginâre Werte annebmen, wenn 

QEj-qhJ>0, 

Diese Fordernng wird ergânzt dnrcb die eigentlicbe Stabilitâts- 
bedingnng, die dnrcb die Diskriminantengleicbnng gegeben ist: 

{N^^^QEj^qJijr)^>4QHqhJj. 

Kleia-S ommerf eld, Kreiselbewegung. 
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^ . 1 (J 0 X 1 wit QB === 2^^ j— -A 

I„x FaUe des in das oft benntzte Kriterinm für den 

setzen konnen, geM ietzxei 


starken Kreisel: 


JJ'2> iAP- 


. ■ m (- QH)(-(l1»), ist positiY, als 

Das Yon freie ® ^ûrde aber negativ werden, wenn 

Produkt zweier ^ sicb stabil wàre, also entweder H 

einer der beiden Also mr wenn heide Freihdts- 

oder h einen i^egativen ^ . -y^i ^ind, Unn dk Bewegmg 

grade stdbU oder lede ^ aUgemeinen Fall 

des SysUm " l^Jiscben Freibeitsgraden das letzte Glied der 

,ou mebr als ^^;trodukt der zu den einzelnen Freibeits- 

entspreebenden ^ dann positiv, wemi 

gxaden labilen Freibeitsgraden ^oAmdm ist. Hienn 

eiae gerade k ^ «Ho-Ameinen Tliomson’schen Sat^es.^) 

liegt der Beweis des a^ Grenzfall, in dem einer 

Von besonderem I’^*®’^® die Bewegnng des Kreisel- 

dei beiden Freibeds^ade ^ ^...^ den Fall des 

rabmens, an sicb 1°'^'^^®’^®”;^ , Â^rdaung ebenfalls ausznscbliefsen. 
Einscbienenwagens e.ne \-âtte in dem Fall immer 

B.™ aie f "" IrwtUg (»■ ®' ®) “• 

„,i ®r^ zegeMrige Intégral » - « + M. w« » 

Terscbwindende Wnrzei. dal'a der Kreiselrabmen sicb 

und l Konstanten smd, ^ Ld sicb daber Yon der Vertikalen 

«ndig f "CÂlcMignng der D-..ptn.g !»« 

beliebig entfernen konnte b der Kreisel- 

das 4ïprünglicber Scbwingungszustand durcb Reibung 

rabmen, nacbd L-J„en SteUung steben bleiben würde,_z B. 


ursnrünfflicber Scüwingung«^«=-- - 

rabmen, nacbdem iLiipiaigea Stellung steben bleiben würde, z. B. 

,ntge»hil tot, m KreLto î«nttel r.nr Sehienai- 

« . Ue^' ZrXt dann aber der Kreiael ied, Stabdrerang. 


.) In aiMB iJlpmemen Fer» gilt B.»* »» 

B„.L eb» f« de. M “Tl".-» — K..* 

voraus, dais man aile Lagen des y _ , j njçii(,i<diung«tn bit diose Lagen- 
aaten ausgedrückt hat ÎJ® ^tlilich a.tges.ttet, alud, due «edinguag, 

koordinateu in derLagraBgeBchen ïorm ^ -nu, ar lut bas Palirrad z. B. 

die im nicbtkolonomen Fall bekanntliÆ Vordorrades unterkalb 

kônnte ancb stabüiert wexden, -wenn det Sc_ „ j ,^a„dich die Neignng 

dexLenkstange %e nnd aUo -btüxlicli auck na. 

Ql-oWTiornna mlaSSÔB.. 
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fâhigkeit. Die gleiclie Bemerkung macMen wir übrigens auch sckon 
bei der Stabilierungsuntersucbung in § IV. Dort nalimen wir ein 
auf die Koordinate i) wirkendes Moment V an, das der Sckwere des 
Wagens bei der Einschienenbabn entspricht, dagegen war das Gleick- 
gewicbt in Bezug auf die Koordinate d' vôUig indifferent. Wir fanden, 
dafs der Kreisel zwar das System stabilieren kann (in dem bebandelten 
Beispiel den âufseren Ring des kardaniscben Gebanges), dafs seine 
Stabilierungsfâbigkeit aber mit der Zeit abnimmt und scbliefslicb ganz 
verscliwindet. 

Anders liegen die Verbâltnisse bei einem Gyrostaten (vgl. pag. 771) 
oder nocb einfacber bei einer aufrecbt roUenden Scbeibe, bei der 
ebenfalls der eine Freibeitsgrad, nâmlicb die Drebung um die Vertikale, 
indifferent ist. Dafs aucb dort die cbarakteristiscbe Gleicbung bei bin- 
reicbend kleiner Reibung zwei verscbwindende Wurzeln bat, besagt, 
dafs die Scbeibe unter konstanter Neigung eine Prâcession bescbreiben 
kann, bei der z. B. der Schwerpunkt einen Kreis durcblauft. Da dort 
die Axe des wirkenden Scbweremoments aber nicbt raumfest ist, 
sondern best'ândig auf der Figurenaxe senkrecbt stebt, so kann die 
Figurenaxe nie mit der Axe dieses Moments zusammenfaUen, yielmebr 
bebâlt die Rotation, die nabezu um die Figurenaxe erfolgt, ibre Stabi- 
lierungsfabigkeit dauernd ungescbwâcbt bei. Dasselbe gilt von der An- 
ordnung des Tbomson’scben Gyrostaten. Der Grensfall der indifferente^i 
Anordnung wird daher in diesen Fàllen als stàbil m bezeichnen sein. 

In dem Beispiel des § 1 ist das âufsere Moment raumfest, die 
Figurenaxe strebt nacb der Regel des gleicbsinnigen Parallelismus, sicb 
der Axe des âufseren Moments zu nâbern. Die Stabilitât nimmt daber, 
wie erwâbnt, dauernd ab und ist nur fûr eine gemessene Zeit praktiscb 
gesicbert. Für die Zwecke des Torpédos z. B. ergab sicb diese zeitlicb 
begrenzte Stabilitât als ausreicbend; für die Zwecke und unter den Ver- 
bâltnissen der Einscbienenbabn dagegen wâre sie vollig unzureicbend. 
Der Grenzfall der indifferenten Anordnung des Kreiselrahmens ist daher 
bei der Einschienenbahn als labil sicher auszuschliefsen. 

Bisber baben wir Yon Reibungseinflûssen abgeseben; in diesem FaUe 
war bei binreicbendem N nacb Analogie mit dem aufrecbten Kreisel die 
Stabilitât des Einscbienenwagens yorauszuseben. Wesentlicbe Scbwierig- 
keiten aber wird bei der wirklicben Ausfûbrung naturgemâfs die Reibung 
macben. Berücksicbtigen wir sie durcb die üblicben Zusatzglieder in 
den Gleicbungen (3), obne damit mebr sagen zu woILen, als dafs es 
sicb um Momente bandelt, die immer mit der Scbwingungsricbtung 
gleicbzeitig ibr Vorzeicben umkehren. Die Gleicbungen (3) werden 
dann etwa: 
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rdÿ' 


ï-+w"I 


( 5 ) 


dt^ 
.d^9 
3 di 


qm- 




d& 
+ ^ dt 


■ qhè+N-^ 


= 0 


n ;i ftl (€) tritt jetzt die folgende: 

OV+— ^ , 

- 1 .1, i.t müssen wieder aile Koeilizienten dieser 
DamitStabilitàt.moglicli ist Koeffizienteu tou .= 

Gleictong positiv sein, ^ i,t keine stabile aufrecMe 

Weuu beide ^^f^^^%l%%orderlich, dafs die Schwingung des einen 
Beweguug moglxch rs ^ T ^i.d Webber der 

FreQ^dUgrades j^^oU gc^^^^ l^sgewiiblt wird, ist primipiell unweBeut- 
beiden Freibeitsgi-ade bieizu Anordnung m Irage 

licb. Fdr die ûes Kreiselrabmens bescbleuuigt wird. 

kommen, bei der die J= ^oki die Idee, den Wageu bei 

Yom f stabiliereii zu Tvollen, dais mau ibu 

eiuem seitlicbeu K P^* _ autreibfc, docli zu gewagt. 

weiter im Sinue des ^PP Kreiselrabmenscbwinguïvg bestandig 

Eine Vorriebtung, die , (1er Tliat Torgeseben. 

bescbleuuigt, ist iu dem Breu d 

Dort ist also die positiv ^verden, aber audrerseits 

Koeffizieut von æ m Gb W ^ geuügeiid grofs uiid positiT ist, 

würde dadureb, falls me '.f „ i- Es rdcht also nicht ms, dm 
der Koeffizieut tou Jdle mu/« gldch^eitig in e«^ 

^ Freüeitsgrad m hescWmmÿe , ^ 

spreehmdern Mafse gedampft sem. Setzeu wir 
licb die Bediuguugeu zu erffiUen: 

(7) 

Mde Kmen ..temmd» Kesteto, «•»■> 
g™» i»t ünd wd 

“r-ïic» ”d» K»..u— • 
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Beschleunigung der Kreiselrahmenscliwmgung aus; was die Dâmpfung der 
Wagensctwingnng betrifft, so wird diese schon von selbst immer verhâltnis- 
mâfsig grofs sein oder kann noch. kûnstlicli vermekrt werden. Dafs durck 
solcke Anordnungen in der Tkat Stabilitât erreickt werden kann^ siekt man 
am besten, wenn in (7) die Gleickkeitszeicken erfüllt sind: Die Gl. (6) 
kat dann die Form der Gl. (4), die kei genügend grofsem Impuls 
stabile^ wenn auck nngedâmpfte Sckwingungen bedeutet. Man verstekt 
nun leickt^ dafs im Pâlie der TJngleickkeitszeicken in (7) die Stabilitât 
nickt nur besteken bleibt, sondern, wie es zu fordern ist, auck in 
kôkerem Grade gesickert ist^ da einmal eingeleitete Sckwingungen ab- 
gedâmpft werden. 

Ans den Ungleickungen (7) ist nun auck der Grund zu ent- 
nekmen, warum man nickt daran denken wird, an Stelle des Kreisel- 
rakmens den Wagen selbst zu besckleunigen und den Rahmen zu 
dâmpfen. Wâre nâmlick W negativ und positiv, also negativ, 
so wâren unter der Voraussetzung qhjj ^ QSjJ die Bedingungen (7) 
ebenfalls zu erfaHen, aber es müfste nack der ersten Ungleickung 
wegen des über das Sckweremoinent des Kreisels qh weit ûberwiegenden 
Sckweremoments des Wagens QJŒ nun der absolute Wert von W 
weit über w ûberwiegen, es müfste also entweder der Wagen sekr 
stark besckleunigt, oder aber der Kreiselrakmen nur sekr wenig ge- 
dâmpft sein, zwei Moglickkeiten, die ersicktlick zu Sckwierigkeiten 
fûkren werden. 

Wir kaben kier die Forderung, dafs einer der Freikeitsgrade 
besckleunigt werden müsse, um Stabilierung zu ermôglichen, analytisck 
aus den Gleickungen abgeleitet. Ein anderer Gesicktspunkt mackt diese 
in gewissem Grade ûberrasckende Folgerung verstândlicker, dafs nâm- 
lick durck die Besckleunigung des Kreiselrakmens die vom Kreisel au£ 
den Wagen übertragenen Momente verstârkt werden, die im Stande sind, 
den Wagen aufzurickten. Das auf den Wagen wirkende aufricktende 
Moment ist ja nur durck das Glied Nd^jdt in den Gleickungen (5) 
gegeben. Wir fanden, dafs durck alleinige Vergrôfserung des Eigen- 
impulses auf keinen Fall eine Abdâmpfung einmal eingeleiteter 
Sckwingungen môglick ist, und mit Rücksickt auf die immer vor- 
kandene, wenn auck geringe Reibung ûberkaupt keine Stabilierung er- 
zielt werden kann. Es ist nakeliegend, deskalb den anderen Faktor dd'jdt 
des Kreiselmomentes, sozusagen den Hebelarm der Kreiselwirkung, zu 
vergrôfsern, d. k. den Freikeitsgrad '9’ zu besckleunigen. 

Die dem System kierbei zugefükrte Energie findet eine doppelte 
Verwendung: Einmal ist zur Hebung des Sckwerpunktes in die auf- 
reckte Lage, nack einer anfânglicken seitlicken Neigung des Wagens, 
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Energie erforderlich. Sodann wird bei jeder Schwingung potentielle 
Energie des Wagens in kinetiscbe verwandelt und als solehe durch 
Reibnng teilweise zerstôrt; sie mufs ersetzt werden, damit der Wagen 
■wieder in die aufrechte Lage zurückkebren kann. Andererseits ist aber 
wirklicbe Dâmpfung eines der beiden Preibeitsgrade erforderlicb, um 
die durcb einen Anstofs dem Wagen erteilte kinetiscbe Energie zu ver- 
nicbten. Daher die Notwendigkeit, den Freibeitsgrad ^ zu diimpfen. 

Die Bewegung des Kreiselwagens liifst sicb durcb Vergleich mit der 
Schwingung des aufrecbten Kreisels, d. b. der pseudo-regularen Prâcession 
Ton kleinem Prâcessionskreis (vgl. pag. 342), anschaulicb bescbreiben.*) 
In beiden Freibeitsgraden ist die Gesamtbewegung eine Überlagerung 
zweier Scbwingungen, wobei die Schwingung des Kreiselrabmens etwa 
je um eine balbe Schwingungsdauer gegen die dos Wagens verscboben 
ist, wie ans den Grleicbungen (5) bei kleiner Dâmpfung foigt. Wie 
beim aufrecbten Ereisel werden wir die langsainere als Priicesaion, die 
kürzere als Nutation bezeicbnen; beide Scbwingungskurven sind, wenn 
wir Ton der Dâmpfung abseben, in unserem Ealle Ellii)sen, deren Mittel- 
punkt auf der Vertikalen liegt, unter den bosonderen Vorbaltnissen des 
aufrecbten Kreisels Kreise. Bei genügcnd grofsem Impuls berecbnen 
wir die kleine Frequenz der erston ans ((>), indem wir die Potenzen a:* 
und d? fortlassen, die grofse Frequenz der zweiten, indem wir die 
Potenz X und das absolute Glied nicbt berücksichtigen. Für die 
Dâmpfung der ersten ist nacb der Vorzeichenfestsetzvmg von w und W 
und nacb den TJngleicbungen (7) das positive Glied —QI{tv=^-\-QEw^, 
für die der zweiten das positive Glied jW inalsgebond, wahrend bei 
Fortfall von W das Glied — übrig bleiben und den Dilmpfungs- 
faktor dieser rascben Scbwingungen negativ macben würdo. 

Wir seben also: Die Mafsnahme, den einen der landen Freiboitsgrade 
zu bescbleunigen, reicbt nur aus, um die Priicc'ssionsscbwingung abzu- 
dâmpfen, aber die Nutationsschwingung würde dadurcb zeitlicb bestândig 
•anwacbsen und das System labil macben, wenn aie nicbt künstlicb ge- 
dâmpft oder durcb die Scbienenreibung von selbst genilgend reduziert wird. 

In dem Patent von Brennan sind mchrere Vorrichtungen zur 
Bescbleunigung der Prâcession vorgesohen, die wir scbematisch durcb 
das Glied in den Geichungen (5) berüeksiclitigten. Die Er- 

*) Dieser Vergleicli wird allerdings dadurch orsehwert, dais iinBere jetzigen 
Koordinaten <9’ eine ganz andore Bedeutung wie die frühoren 9’ haben. 
np wird jetzfc wie pag. 905 definiort, um die horizontale, raumfestc Scliiene, 9- mn 
die im Wagen feste annâliemd horizontale Queraxe gemessen, dagegen wurde ‘ip 

früher um die raumfeste Yertikale, 9* um die beweglicho, genau horizontale 
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scheinuüg, die diesen Anordnuûgen zu Grunde liegt, ist aus den ein- 
fadisten Kreiselversuclien bekannt, nâmlich dafs ein auf die Spitze 
gestellter Kreisel, der also eine langsame Prâcession beschreibt^ rasch 
zu rollen beginnt, wenn sein SchwungriDg die ünterlage berübrt. 
Âbnlicb. wird der Kreisel der Einscliienenbabn an seitlicbeu Backen, 
die sich gegen seinen Schwungring anlegen^ abrollen konnen. Die Vor- 
riclitung ist nun so getroffen, dafs mit der Richtung, nacb der der 
Wagen seitlicb. geneigt ist, auck die Seite weckselt, auf der sicb die 
erw'âbnten Backen anlegen, d. h. dafs sicb mit dem Vorzeichen Yon 
aucb die Ricbtung des Abrollens umkebrt. Nun ist aber nacb den 
Gleicbungen (3) (bei denen nocb Yon der nicbt betracbtlicben Dampfung ab- 
geseben ist) die Neigung ^ gleicbpbasig mit der Scbwingungsricbtung 
Daber wird das Abrollen bei geeigneter Vorzeicbenbestimmung immer 
den Sinn der Kreiselrabmenscbwingung annebmen, also diese bescbleunigen 
konnen. Die Bescbleunigungsenergie wird bier direkt dem Scbwung- 
rad, indirekt dem Antriebsmotor entnommen. In der Praxis ist es 
natürlicb Yorteilbafter, wie es aucb bei Brennan Yorgeseben ist, nicbt 
das Scbwungrad selbst, sondern eine damit geeignet Yerbundene Rolle 
zu Yerwenden. Man dürfte aucb leicbt andere Vorricbtungen zur Be- 
scbleunigung der Rabmenscbwingung konstruieren konnen, z. B. eine der 
Anscbütz’scben DâmpfungSYorricbtung (Ygl. pag. 861) abnlicbe Anordnung. 

Die bier besprocbene aufrecbte Kreiselanordnung ist nicbt die in 
dem ursprünglicben Patent Yon Brennan gewâhlte; die Pigurenaxe 
soE dort nicbt in der Vertikalebene, sondern in der Horizontaiebene 
scbwingen, wobei sie in der Mittellage quer zum Wagen liegen mufs. 
Ibre Gleicbgewicbtslage ist alsdann eine indifferente, sie mûfste 
nacb den allgemeinen Prinzipien erst künstlicb, etwa durcb Feder- 
oder Gewicbtsbelastung, labil gemacbt werden. Ferner wird in 
diesem Fall an einer Wendung offenbar eine Verlagerung des Im- 
pulses erforderlicb, es werden daber Momente auf den Wagen über- 
tragen, die starke Scbwingungen Yeranlassen konnen, wâhrend bei 
Yertikaler Stellung eine Kurve den Kreisel nicbt direkt beeinfluTst. 
Bei der borizontalen Anordnung werden daber zwei Kreisel mit ent- 
gegengesetztem ümlaufssinn vorgeseben, deren Rabmen zwanglâufig 
gekoppelt sind, so dafs sicb die scbâdlicben Kreisel wirkungen aufbeben, 
abnlicb wie es Herr Skutscb beim Scbiffskreisel Yorgescblagen bat. 
Sonst sind prinzipiell die beiden Anordnungen nicbt Yoneinander Yer- 
scbieden. 

Die bisberigen Überlegungen übertragen sicb in sinngemafser 
Weise auf den Fall, dafs der Wagen an einer KurYe nicbt nur Yon der 
Scbwerkraft, sondern aucb Yon der Centrifugalkraft beeinflufst ist. 
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Seine Grleicligewicli.tslage ist dann natürlicli wie beim Zweischienenwagea 
durch die Bedingung des Gleichgewicbts zwisclien Scliwereruoment und 
Moment der Centrifugalkraft bestimmt. 

Diese Gleicbgewicbtslage ist nach innen geneigt, der Kreiselwagen 
stellt sicb in dem Mafse, als ein stationiirer Ziastaud bci einer langeren 
- Kurve angenâbert wird, in die richtige Neigung ein, gerade so, wie es 
^bei der Zweiscbienenbahn durcb die Übcrbobung der ilufseren Scbiene 
künstlich bewirkt wird. Dafs überhaupt ein stationiirer Zustand er- 
reicht wird, rübrt natürlicb von der Kreiselstabilierung ber, durcb die 
die jetzige geneigte Gleicbgewicbtslage genau so gesicbert wird, wie 
die aufrecbte auf gerader Strecke. Die tbeorctische Bebaudbmg der 
Einstellung würde überbaupt von der bisberigen nvir durcb die Be- 
ziebung der Gleicbungen auf die neue Gleicbgewiebtslago statt auf die 
Mittellage ^ = 0 abweicben. Allerdings wird diese Einstellung zu- 
uâcbst mit einem Überneigen nacb dcm Âufseren der Kurve beginnen, 
wefebes aus der primâren Einwirkung der Z(‘ntrifugalkraft entspringt. 
Dièses wird aber sofort durcb die Kreiselwirkung rückgiingig gemacbt 
unâ, mittels gedâmpfter Oscillationen, in ein scbliofsliches Überneigen 
naeb der inneren Seite verwandelt. Wtmn die tlbergangsbogen der 
Scbienen bis zum Brreicben der stürkston Krüiumung geuügend lang 
sind, so wird der Zustand des Wagons bestiindig als ein langsam ver- 
ânderlicber Gleicbgewicbtszustand aufzufa.ssen soin. 

Von Augenzeugen der Bcrliner Proliefabrten wird uns in der That 
diese Ersebeinung der unmittelbaren Helbsteinstellung bestiitigt; ebenso 
aucb, dafs im Falle einer einseitigen Belastung, dio ja iihnlioh wie die 
Centrifugalkraft wirkt, der Wagon sicb fiir <las Auge sofort auf die 
entgegengesetzte Seite neigte und ins Gbûcbgewiclit setzte, also in die 
Lage, in der der nunmehr verlagcrte Scbw(n-punkt des ganzen Systems 
genau oberbalb der Scbiene liegt. Audi hier ist uatilrlicb die primare 
Wirkung der Belastung ein unmerklieb kloinos Nacbgoben, dem aber 
sofort die aufrichtenden Kreiselwirkungen folgen, dio die neue Gleich- 
gewicbtslage stabilieren. 

Scbadlicber für die Botriebssicberbeit dürfton kurz andauernde, 
starke Storungen, Impulse, sein, die bei der Falirt auf den Wagen 
iibertragen werden. Sei etwa L dio GrüfBO eines solcben Impuls- 
momentes um die Scbiene, die im Mittel dein Koustrukteur bekannt 
sein wird. Der Ausscblag, mit dem der Wagon auf tûne solcbe 
Storung reagieren wird, ist aus einer einfacbon Üborlegung zu ent- 
nebmen. Siebt man von der Vorwiirtabowegung ab, so bat (bei der 
ersten Anordnung) der Eigenimpuls des Kreiselwagons die vertikal auf- 
eericbtete Grofse N. Addieron wir voktnrié'l! den .storenden Zusatz- 
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impuls L lainzu, so wird die resultierende Impulsaxe in der Mittelebene 
im Sinne des Winkels d' geneigt um den Betrag: 

( 8 ) = 

Die nun resultierende Bewegung kônnten wir ausfûkrlicli so be- 
bandeln, wie wir ganz ahnlich. beim Sckiffskreisel die Reclinung für 
die durcb. einen Anstofs erregte Schiffsbewegung durclifûbrten (pag. 802). 
Wir kônnen das Résultat aber aucb einfack geometrisch überseken. 
Die Bewegung des Kreisels bezeicbneten wir n'âmlicli schon oben 
(pag. 910) als Überlagerung einer Pracession nnd einer Nutation. 
Nack den frükereii ausfükrlicken Diskussionen der pseudoregulàren 
Pracession ergibt sick jetzt die kalbe Offnung des Nutationskegels^ 
d. k. der Nutationsausscklag, direkt als der Winkel zwiscken der an- 
fânglicken Lage der Pigurenaxe, die vertikal stand^ nnd der Impulsaxe, 
also aïs der Winkel AUerdings bezeicknet dieser Winkel, da der 

Nutationskegel ein elliptiscker ist, zunâckst nur dessen grofse Axe, die 
in der Koordinate d ' gemessen wird. Die Mittelaxe des Nutationskegels, 
nâmlick die Impulsaxe, giebt dabei gleickzeitig den Prâcessionsausscklag, 
der also, in der 'O’-Koordinate gemessen, ebenfaRs d'z betragt. Die voile 
Abweickung des Kreiselrakmens von der Vertikalen, die sick im Maximum 
ans dem Pracessionsausscklag und dem Nutationsausscklag addiert, wird 
also für den Rakmen kockstens 2d'z betragen. Wie beim Sckififskreisel 
wird nun der gesamte Ausscklag des Kreiselrakmens wieder begrenzt 
sein müssen, etwa 45®, also tg 2'^x den Wert 1 nickt übersteigen 
dürfen. Um Sickerkeit zu kaben, muTs man daker verlangen, dafs 

N>2L 

sei, wobei wir nock in (8) statt tg'O’^ gesetzt kaben. 

Um nun auck den resultierenden Ausscklag des Wagens abzusckâtzen, 
besckrânken wir uns auf den FaR gleicker „Frequenz^^ der beiden Frei- 
keitsgrade, also die Annakme: 

J j * 

Dann folgt aber aus den Gleichungen (3 a) unmittelbar durck Division 
für das Verkâltnis von Kreisel- und Wagenausscklag; 



also wird die Amplitude der Wagensckwingung nack (8), unter Be- 
rücksicktigung, dafs sie klein sein soR: 

^ 1^7 ’ 

für die Pracession und im Ganzen kockstens 2i^^x. 
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Die Überlegung môge als eine überschlagUche AbschatzTiag der 
erforderlichen Konstruktionsgrôfsen betrachtet werden^ wenn die grôfsten 
in Beiraclit kommenden storenden Impulse L und die grôfsten ziüâssigen 
Ausschlâge bekannt sind. 

Aucb diese Betrachtung ist übrigens unabhangig davoti, ob es sicb 
um die erste oder zweite der erwâbnten Anordnungen bandelt. Welcbe 
Formen und Dimensionen sicb im Speziellen als günstig erweisen 
werden^ wird erst die Zukunft der Einscbienenbahn lebren. 

B. îTautiscbe Anwendungen. 

Im Folgenden stellen wir einige Fragen der Scbiffabrt zusamm.eny 
die mit der Kreiseltbeorie in Znsammeubang steben. Die unter 4. be- 
sprocbenen Wirkungen lebren kaum etwas N'eues; es bandelt sicb nur 
darum, einige uns scbon von den Eisenbabiien ber bekannte Verbâlt- 
nisse auf den Raddampfer zu ûbertragen. Grofseres Interesse dürfte 
die unter 5. bebandelte Beansprucbung der Lager bei einem Turbinen- 
scbiff baben. Der gyroskopiscbe Horizont, Nr. G, ist eine Vorricbtung, 
welcbe âbnlicbe Zwecke verfolgt wie der Kreiselkompafs in § 8^ aber 
mit wesentlicb bescbeideneren Mittein und entsprecbend geringerem 
Erfolge. 

4. Raddampfer. 

Wenn das Steuer ausgelegt wird, z. B. nach Steuerbord, d. b. zur 
Recbten der Fabrtricbtung, so bescbreibt das Scbiff eine Kurve, deren 
Krümmungsmittelpunkt recbts liegt. Die Langsricbtung des Scbiffes 
fâbt dabei nicbt genau mit der Ricbtung der Scbwerpunktsbabn zu- 
sammen, ist vielmebr um den sog. Derivationswinkel nach der Seite 
des Krümmungsmittelpunktes bin verdrebt. Die Grofse dieses Winkels 
betrâgt im Mittel fûr verscbiedene Schiffstypen und GeBchwindigkeiten 
S = 10°. 

Die Krâfte, die auf das Scbiff wirken, sind folgende: 

1. der Wasserwiderstand, welcher bei gerader Fahrt langsscbiffs 
wirkt, aber beim Steuern gegen die Langsaxe gencigt ist; 

2. der Ruderdruck, senkrecbt gegen die Plllcbc des Steuerruders 
wirkend ; 

3. der Râderdruck, berrübrend von der Triebkraft der Mascbinen, 
langsscbiffs wirkend; 

4. die Kreiselwirkung der Râder. Die Axe dieses Momentes stebt 

auf der Radaxe und der Vertikalen senkrecbt, filllt also in die Lângs- 
axe des Scbiffes; und zwar wirkt es, in der Fahrtrichtung geseben, 
dem tfbrzeigersinne entgegen. Die Grofse der Kreiselwirkung betrâgt 
in den mebrfacb benutzten Bezeicbnungen Nd^jjldt wobei jB 
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den Krümm'ungsradiiis der Schwerpunktsbalin und m die reduzierte 
Masse der beiden Râder und der mit ibnen umlaufenden Maschinenteile 
bedeutet, und zwar reduziert auf denjenigen Abstand t von der Dreb- 
axe^ in dem die Umdrebungsgescbwindigkeit des Radsatzes gerade gleicb 
der Falirtgeschwindigkeit ^ wird. 

Der Vorgang beim Steuern ist der, dafs zunâcbst das Moment des 
Steuerdruckes das Schiff um die Vertikale zu dreben beginnt im Sinne 
des Dérivations winkels 8. Da jetzt die Pabrtricbtung nicbt mebr mit 
der Lângsricbtung des Scbiffes zusammenfâllt, bekommt aucb der 
Wasserwiderstand ein Moment um die Vertikale. Der definitive Wert 
des Winkels 8 ist dann erreicbt, wenn das Moment des Wasserwider- 
standes, das das Scbiff wegen seiner stabilen Bauart in die Fahrtricbtung 
zurückzulenken sucbt, dem Momente des Steuerdruckes entgegengesetzt 
gleicb ist. Zugleicb heben sicb jetzt der Wasserwiderstand und der 
Râderdruck nicbt mebr voUstândig auf, sondern es bleibt eine senkrecbt 
zur Fabrt gericbtete Komponente übrig, die eben die seitlicbe Be- 
scbleunigung znr Folge bat. Deren Grôfse mufs der Centrifugalkraft 
entgegengesetzt gleicb sein, die der Krümmung der Fabrtlinie entspricbt, 
sie ist also 

R ^ 

wenn M die Gesamtmasse des Scbiffes bezeicbnet. Ibr Angriffspunkt 
liegt etwa in der Mitte des Tiefgangs und angenâbert aucb in der 
Mitte der Scbiffslânge. In geringerem Grade trâgt zu ibr übrigens 
aucb der Steuerdruck bei, den wir uns, nacb Abspalten seines Dreb- 
momentes um die Vertikale, etwa im namlichen Punkt angreifend 
denken kônnen, der aber vom Krûmmungsmittelpunkt fortgericbtet ist. 
Die senkrecbt zur Fabrt gericbtete Komponente des Steuerdruckes 
denken wir uns in W mit eingerecbnet. Bekanntbcb legt sicb beim 
Steuern das Scbiff etwas nacb der Seite über, es îcràngt, wie der tecb- 
niscbe Ausdruck lautet, und zwar bei der weitaus grofsten Anzabl von 
Scbiffstypen vom Krümmungsmittelpunkte nacb aufsen bin. Fûr das 
Krângen des Scbiffes kommt die Querscbiffskomponente unserer Kraft TT, 
W cos d, in Betracbt. 

Der Scbwerpunkt des Scbiffes liegt im AUgemeinen bober als der 
Angriffspunkt der genannten Kraft. Wenn der Hôbenunterscbied l 
betrâgt, bat letztere daber ein Moment Z TT cos d um den Scbwerpunkt, 
das das Scbiff nacb aufsen neigt. Der bei stationârem Zustand resul- 
tiereude Krângungswinkel a bestimmt sicb nun daraus, dafs dieses 
Moment, verstârkt nocb durcb das Moment der Kreiselwirkung, dem 
aufricbtenden Scbweremoment Mgha das Gleicbgewicbt bâlt, wo h die 
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Hôte bedeutet. Dieee Gleichung lautet 
cosd 4- ^ == M(jha. 


ausführlicber 


Hieraus bestimmt sicb der Krangungswinkel a zu 

' 0 ^ 1 / vv , ni r \ 

(9) « = ^>rÆr®‘^+:vTj- 

Die Formel ist analog gebaut zu der Gl. (2) dieses Paragraphes 
Das entgegengesetzte Vorzeiclien des zweiteu Ternis der Klammer^ 
welcher den verhâltnismafsigen Einfiufs der Kreiselwirkung darstellt^ 
rührt daher, dafs wegen der annilhiernd aufrecliten Lage des Schiffes 
die Kreiselwirkung denselben Sinn liat^ wie das Moment der Centri- 
fugalkraft, wâhrend bei dem herabhangenden Wagen der Schwebebahn 
die entsprechenden Momente von entgegengesetzteni Sinn waren. Hier 
wie dort zeigt sich, dafs der Eintlufs der Kreiselwirkung gering ist^ 
nach Gl. (9) namentlich deshalb, weil die reduzierte Masse m der Râder 
sehr klein ist gegen die Gesamtmasse M des Schiffes. 

Andererseits bat man oft elne günstige Einwirkung der Kreisel- 
wirkung auf die Stabilitiit der Raddampfer gegen ll()lll)ewegimgen ver- 
mutet^ eine Einwirkung, die ganz analog sein würdc zu der ebenfaUs 
hypothetischen, unter Nr. 2 betrachteten vennelirten Stabilitilt des Behr- 
schen Einschienenwagens, und deren tbeoretischo Begründimg derselben 
Schwierigkeit begegnen würde wie dort, niimlich der starken Behinderung 
der Ansdrehung von Schiff bezw. Wagen um die Vertikalc durch den 
Wasserwiderstand bezw. die Schienenreibung. Iinmerhin kann diese 
mutmafsliche selbsttâtige Stabilierung des Raddampfers insofern ein 
gewisses historisches Interesse beanspruchen, als sie auch von Schlick 
angeführt*) wird und fur ihn geradezu der Ausgang für seine Kon- 
struktion des Schiffskreisels gewesen zu sein Bclieint. 

5. Turbinendanipfer. 

Der neueste Typus des Ozeanfahrers, der Turbinendampfer, bringt 
Kreiselwirkungen von viel stai'kerem Grade lïiit sicli wi(‘ der Raddampfer. 
Namentlich sind es die grofsen Unilaufsgeschwindigkeiten der Dampf- 
turbine, gegenüber den mafsigen des Kadeatzes, welche die Kreisel- 
wirkung verstârken. Da die Turbinenwelle langsschiffs gestollt ist, 
um direkt mit der Schiftsschraube gekoppelt werden zu konnen, so ist 
überdies die Axe der Kreiselwirkung um 90^ ihre Lage beim 

Raddampfer gedreht. Eine Rollbewegung des Schiffes (Drelmng um 

*) Vg!. seinen pag. 808 zitierten Vortrag in der Schiff bautechnischen Gesell- 
Bchaffc, pag. 121 f. 
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die Lângsaxe) ruft keine Kreiselwirkung kervor. Eine Stampfbewegung 
(Drehuüg um die Queraxe) bewirkt ein Kreiselmoment um die Vertikale. 
Beim Manoverieren des Schiffes (Drekung um die Vertikale) tritt eine 
Kreiselwirkung um die Quersckiffsaxe auf. 

Man hat vielfach in den Anfângen des Turbinenscliiffbaues die 
Befürctitung gekabt, dafs ein Turbinensckiff sckwerer zu steuern sein 
mocbte, wie ein Scbraubendampfer. Die Entwicklung der Dinge kat 
dieser Befûrcktung nickt reckt gegeben. Wir woUen sie tkeoretisck 
prüfen. Die nnmittelbare Polge des Steuerns (Drekwinkel welckes 
durck ein Drekmoment Y um die Vertikale eingeleitet sein môge, ist 
eine Kreiselwirkung K = um die Quersckiffsaxe, wo jetzt N den 

Impuls der Turbinen (Winkelgesckwindigkeit mal Trâgkeitsmoment des 
ganzen umlaufenden Massensystems) bedeutet. Dieses wirkt auf ein 

Stampfen des Sckiffes (Drekwinkel kin. Letzteres ruft eine Kreisel- 

d ' 0 ' 

wirkung £' um die Vertikale wack von der Grôfse , welckes dem 
Moment Y des Steuerdrucks entgegenwirkt. Die Drekgesckwindigkeit 
des Stampfens dd'jdt ist aber ans zwei Gründen klein*^ einmal wegen 
des gewaltigen Trâgkeitsmomentes des Sckiffes, das kier mit seinem 
maximalen Wert eintritt, sodann wegen der Wasserwiderstande, welcke 
das Stampfen einsckranken. Nur in dem Mafse, wie das Sckiff um 
die Queraxe frei beweglick ist, kann die Gegenwirkung gegen das 
Steuern (auck eine Art Stabilierung gegen aufsere Krafte) auftreten. 
Bei Bekinderung des Stampfens dagegen kaben wir wieder einen 
Kreisel von nur zwei Freikeitsgraden okne eigentlicke Widerstands- 
fâkigkeit. tJbrigens kommt diese ganze Erage nur in Betrackt, wenn 
es sick um eine unsymmetriscke Anordnung mit nur einer Turbinen- 
welle kandelt. 

Ernstlick erwogen wird keutzutage wokl nur die von den Kreisel- 
wirkuDgen kerrükrende Beanspruckung der Lager^); diese ist uns von 
sackverst*ândiger Seite als môglicke Ursacke für tkats'âcklick vor-. 
gekommene ÜnfaUe von Turbinen-Torpedobooten genannt. Wir setzen 
dabei voraus eine merklick feste WeEe des Turbinenkôrpers (entspreckend 
der für den Sckiffbau kaupts’âcklick in Betrackt kommenden Parsons- 
oder Curtis -Turbine), nickt eine sckwanke Welle (vgl. den vorker- 
gekenden Paragrapken ûber die Laval-Turbine), bei der statt der 
vôlligen Ablenkung des Drekimpulses im Wesentlichen eine Verbiegung 
der Welle auftreten wird, die im AUgem einen mit geringerer Lager- 
beanspruckung verbunden ist. tTbrigens nmg auck bei einer merklick 
festen WeEe ein geringer Teil der Ekeiselwirkung durck elastiscke Ver- 

*) A. Stodola, Die Dampfturbinen, Nr. 104. 
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bieguDg derselben vemieden werden, so dafs nicht die ganze kier zu 
berecbnende Beanspraebung auf das Lager kommt 

Die ganze Kreiselwirlmng ist ein Krâftepaar dessen beide 

Einzelkrafte auf die beiden Endlager der Turbinenwelle in entgegen- 
gesetzten Ricbtungen -wirken, und zwar in vertikaler oder borizontaler 
Richtung, je nachdem es sick um den Vorgang des Steuerns oder 
Stampfens kandelt. 

Wir nekmen sogleick ein Zaklenbeispiel*): Die Turbine mâche 
250 ümlâufe pro Minute, entsprechend der Winkelgesckwindigkeit 
cj = 2n; • 250/60. Der mittlere Durckmesser der Laufrader sei 2,86 m. 
Das auf diesen Durckmesser reduzierte Gewickt der rotierenden Teile 
betragt etwa 18000 kg, die Entfemung der Lager 6,55 m. 

Als Trâgkeitsmoment erkâlt man: 

J = 18000 • 1,43^ kg (Masse) m* 

= 1800 • 1,43^ kg (Gewickt) m sec^ 

= 3600 kg (Gewickt) m sec® 

und als Eigenimpuls: 

JV=, J-o = 25 i; ~ • 3600 
60 


= 2^ • 15000 kg (Gewicht) m sec. 


Bei einer Geschwindigkeit der Steuer- oder Stampfbewegnng von 10^ 


Tt 

pro sec==YgSec“ 


^ wird also die Kreiselwirkung 




18 


50000 
3 " 


kg m. 


Dieses Moment verteilt sicL. mit dem Hebelarm 5,55 m anf die beiden 
Lager. Anf jedes Lager kommt also die Belastung 


P _ 50000 
3 . 5,55 


= 3000 kg. 


Von der Dauerbelastung durck das Gewicht der Turbine (grôfser als 
die Hâlfte von 18000 kg) ist dies nur ein kleiner Bmchteil. Unsere 
Berechnung lâfst also die Gefahr einer solchen zusatzlichen Lager- 
beanspruchung dnrch Kreiselwirkungen nicht gerade als erheblich er- 
scheinen. 


*) Dasselbe entpricht einer grôfseren Scbiffsturbine , System Curtis von 
4000 PS des Dampfexs „Creole“, vgl. Engineering, 1906, pag. 696. 
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6, Der gyroskopische Horîzont. 

Die Aufgabe der geograpliischen Ortsbestimmung, nâmlicb die 
Messung des Hohenwinkels eines Sterns, setzt die Festlegung der 
Horizontalebene voraus. Wâbrend diese zu Lande durcb Wasserwage 
oder Quecksilberniveau bestimmt werden kann, bleibt anf dem schwan- 
kenden Scbiff zunâcbst nur die Beobacbtung des natürlicben Horizontes 
übrig. Diese aber wird bei Nebel oder stürmischer See unmôglich. 
Es ergiebt sich also das Problem*), statt des natürlicben einen stets 
beobacbtbaren künstlicben Horizont berznstellen. 

Kapitan Flenriais**) benutzt zu diesem Zweck einen Kreisel 
folgender Bauart: knpferner Ring (175 gr scbwer) mit glockenartiger 
Fortsetzung nacb unten; die kurze Figurenaxe in einen Zapfen endigend, 
der auf einer Pfanne rubt; Scbwerpunkt ca. 1 mm unter dem Stûtz- 
punkt; Antrieb pneumatiscb (der elektrische Antrieb war damais nocb 
nicbt ausgebildet); Umdrebungszabl pro Sekunde etwa 80 zu Anfang^ 
50 zu Ende einer Beobacbtung; der Antrieb wirkt nicbt kontinuierlicb, 
sondern nur Yor Beginn der Beobacbtung, die Verminderung der 
Umdrebungszabl kommt wesentlicb auf den Luftwiderstand, so dafs 
man aucb yersucbt bat; den Apparat im luftverdûnnten Raum laufen 
zu lassen. Auf der oberen ebenen Flâcbe des Kupferringes sind an 
den beiden Enden eines Durcbmessers zwei plankonvexe Linsen L, L' 
so angebracbt; dafs die eine die plane Flâcbe der anderen im Be- 
obacbtungsfernrobr abbildet. Jede Linse trâgt auf ibrer planen Flâcbe 
einen Stricb, welcber senkrecbt gegen die Figurenaxe des Scbwung- 
ringeS; also bei aufrecbter Lage derselben borizontal, yerlâuft. 
Ist der Kreisel in Rotation, so empfângt der Beobacbter am Fern- 
robr wâbrend jeder Umdrebung zwei Eindrücke, abwecbselnd yon 
dem Stricb der Linse L und L' und entworfen yon der Linse L' 
und L, die bei grofser Umdrebungszabl zu einem Bilde yerscbmelzen. 
Dieses Bild ist ein borizontaler Stricb, wenn die Figurenaxe yertikal 
stebt, und stellt direkt die Spur der Horizontalebene dar. In Wirk- 
licbkeit stebt die Figurenaxe auf dem scbwankenden Scbiff nicbt 
yertikal, sondern bescbreibt langsam unter dem Einflufs der Scbwere 
einen Prâcessionskegel yon yertikaler Axe, bei den Dimensionen 
des Apparats etwa in Minuten. Die kurzen Nutationen, die sicb 

*) Dahin zielende Versuclae sind sckon vor anderthalb Jabrliunderten gemaclit, 
vgl. S ers on, Philosoph. Transactions, London 1762, und The Gentleman’s Maga- 
zine 1754. 

**) Fleuriais, Bulletin astron. 3, 1886, pag. 579; De Jonquières Comptes 
Eendus, t. 104, Paris 1887; Baule, Bevue maritime 1890. 
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der regelmâfsigeiL Prâcession übeiiagern, kommen für die Beobachtung 
im Ferûrohr niclit in Betracbt; auch die Beschleunigungsdrucke wegen 
der Scbiffsschwankïingen, die von viel kleinerer Période sind wie die 
Prâcessionsdauer des Kreisels, werden sicb zum grolsten Teil von selbst 
heransmitteln. Der Beobachter bekommt also wesentlicb denselben Ein- 
druck wie bei einer genauen Prâcession, d. h. es erscheint ein liorizon- 
taler Stricb im Gesichtsfelde, wenn sicb die Figurenaxe gerade in der 
durcb die Fernrohraxe gelegten Vertikalebene befindet, und zwar ab> 
wecbselnd ein borizontaler Stricb in der oberen oder unteren Hâlfte 
des Gresicbtsfeldes bei den aufeinanderfolgenden beiden Durcbgângen 
der Figurenaxe durcb dieae Vertikalebene. Aber aucb bei allen 
Zwiscbenlagen der Figurenaxe entstebt ein Bild des Stricbes (bezw. 
bei jeder Umdrebung zwei miteinander verschmelzende Bilder); dieses 
Bild ist jedocb jetzt entsprecbend der jeweiligen SteUung der Figuren- 
axe gegen die Horizontale geneigt. Der Übergang von der oberen zur 
unteren borizontalen Lage des Strichs wird also durcb successive ver- 
ânderlicbe und geneigte Lagen des Stricbs bewerkstelligt. Der Be- 
obacbter bat nun wesentlicb auf die beiden borizontalen Lagen zu 
acbten; indem er ibre Mittellinie konstruiert, findet er die Spur der 
durcb den Augenpunkt gebenden Florizontalebene. Diese Halbierungs- 
linie ist der gesucbte gyroshopische Horùont. 

Bei der wirklicben Beobacbtung mittelt man besser nicbt zwiscben 
zwei, sondern zwiscben drei aufeinanderfolgenden borizontalen Lagen 
des Stricbs, weil sicb die Figurenaxe wegen der Reibung in der Pfanne 
und wegen des Luftwiderstandes langsam aufricbtet. Zur Bestimmung 
des Hobenwinkels ist mit dem Fernrobr ein Sextant verbunden. Dessen 
Spiegel sind so einzustellen, dafs sicb das Bild des Stems im Fernrobr 
genau mit der festgestellten Lage des gyroskopischen Horizontes deckt; 
der Hôbenwiûkel kann dann als doppeltor Drebwinkel des einen Spiegels 
direkt abgelesen werden. 

Was man gegen diese sinnreicbe Konstruktion einwenden kann, 
sebeint allein ibre scbwierige Handbabung zu sein. Ein geûbter 
Beobacbter erzielt Genauigkeiten von wenigen Minuten; docb gebort 
monatelange Übung dazu. Wir batten selbst Gelegenheit, auf der 
Kieler Sternwarte eine Messung mit dem gyroskopischen Horizbnt zu 
macben, und kônnen die Scbwierigkeit seiner Handbabung für den ün- 
geübten bestâtigen. In der franzôsischen Marine wird der Apparat in 
vielen Exemplaren gebraucbt; aucb soU die russiscbe Flotte beim 
russiscb-japaniscben Krieg damit ausgerûstet gewesen sein. 
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7. Bemerkungen zur Aeronautik, 

Naturgemâfs ist auch die Rolle der Kreiselwirkungen bei Luft- 
fabrzeugen in letzter Zeit viel diskutiert worden.*) Wir denken zu- 
Bâchst an die direkten Wirkungen der Lnftscbranbe bei einem Motor- 
flugapparat. Es handelt sicb dabei um die nâmlicben Einflûsse wie 
bei dem Turbinendampfer und, abgeseben von der Ricbtung; ancb bei 
dem Raddampfer oder den Eisenbabnen; nur sind die Wirkungen bei 
den verbâltnismâfsig leicbtgebauten Aeroplanen viel betrâcbtlicberj weil 
die umlaufenden Massen einen viel gi’ôfseren Brucbteil der Gresamt- 
masse des Systems ausmacben wie dort. Ein seitlicbes Steuern des 
Plugapparats wird danacb von einem Anfkippen begleitet sein und ein 
Aufricbten oder Senken der Lângsaxe von seitlicben Ablenkungen. 
Diese Erscheinung wird^ wie wir bôren und wie nicbt anders zu er- 
warten ist, tbatsâcblicb beobacbtet. 

Solcbe Wirkungen werden einerseits als unerwünscbt angeseben 
werden, da sie die leicbte Steuerfâbigkeit des Luftscbiffes beeintrâcb- 
tigen (und zwar hier in ganz anderer Grofsenordnung wie beim 
Turbinendampfer, vgl. Nr. 5); andererseits werden sie als ein sebr er- 
wünscbter Beitrag zur Stabilitât des Plugapparates angesprocben werden 
konnen. Gebt man namlicb der Verkettung dieser auf senkrecbte und 
seitlicbe Ablenkungen wirkenden Momente wie im § 1 IV nach, so 
überzeugt man sicb leicbt, dafs aucb bier die Ricbtung der PropeUeraxe 
gegen jede Art ausdrebender Momente von dazu senkrecbter Drebaxe 
bei binreicbend scbneller Rotation beliebig stark stabiliert wird. Ob 
biemacb die günstigen oder ungûnstigen Kreiselwirkungen der Scbraube 
überwiegen, wird je nacb der Bauart des Apparates von Pall zu Pall 
zu entscheiden sein. Die Gebrûder Wrigbt scbeinen die ungûnstigen 
Wirkungen als vorberrscbend zu befürcbten, indem sie ein Paar von 
entgegengesetzt arbeitenden Scbrauben verwenden. 

Andererseits ist auch die Môglicbkeit einer besonderen Kreisel- 
stabilierung*von Luftfahrzeugen bereits in Angriff genommen. Da die 
Aviatik ganz wesentlich mij; Stabilitâtsscbwierigkeiten zu kàmpfen bat, 
so wird man solcben Kreiselkonstruktionen eine wirkliche Bedeutung 
nicbt absprecben konnen. Man wird aucb bier, âbnlicb wie beim 
Torpédo, ein Prinzip der direkten and der indirekten Stabilierung 
unterscheiden konnen. Wir verweisen namentlicb auf eine Note von 


*) Vgl. Z. B. die Aufsâtze von L. Prandtl: „Einige fûr die Flngteciinik wichtige 
Beziehungen ans der Mecbanik“ in der Ztschr. f. Flngteciinik n. Motorlnftscliiffabrt, 
Jahrg. I, Heft 1 — 7, 1910. 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 
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Carpentier*), die ein von Regnard erbantes Modell erliiutert. Hier 
kommt das indirekte Prinzip in Betracbt (vgl. Whitebead- Torpédo, 
§ 3): Der Kreisel betbatigt, indem er die Scbwankungen des Pliegers 
nicbt mitmacbt, einen elektriscben Kontakt, der zur Anslegung yon 
Gegensteuern Anlafs giebt. Ob das direkte Prinzip des fest oder, wie 
bei Scblick, scbwingend eingebauten Kreisels scbon versucbsweise 
Verwenduüg gefunden bat, ist uns nicbt bekannt. 

C. Ballistik. 

TJnter allen Pragen der irdischen Mecbanik ist das Problem der 
BaUistik yieUeicbt am frühesten**) den Metboden der dynamiscben Be- 
bandlung nnterzogen worden. Scbon d'Alembert iind Euler baben 
sicb an der ballistiscben Kurve yersucbt. Das baUistiscbe Rotations- 
problem wurde z. B. von Poisson theoretiscb imd yon Magnus ex- 
perimenteU angegriffen. Audi beutzutage denken wir bei dem ,jfrei 
beweglichen starren Kôrper der Dynaniik^^ unwillkürlich in erster Linie 
an das in der Luft scbwebende Gescbofs, in dessen Massenmittelpunkte 
die Scbwere angreift. Wie weit wir uns dabei yon der Wirklicbkeit, 
entfernen, wenn wir nicbt zugleicb den Luftwiderstand berücksicbtigen, 
wurde gelegentlicb pag. 533 yeranscbaulicbt. Die Prage nun, wie diese 
fur die âufsere BaUistik mafsgebende Grofse theoretiscb zu fassen wâre, 
liegt nicbt eigentlicb im Gebiete der Dynamik des starren Korpers, 
sondem in demjenigen der Hydrodynamik der kompressiblen Flüssig- 
keit, oder richtiger in einer eigenartigen Verkoppelung beider Gebiete. 
Dies woUen wir zunâcbst in Nr. 8 ausfübren. Da indessen wohl noeb 
für lange Zeit an eine eigentlicbe Ldsung dieses idealen baUistischen 
Problems wegen seiner aufserordentlicben mathematischen Scbwierig- 
keiten kaiam gedacbt werden kann, ist man auf eine schatzungsweise 
und empirisebe Betracbtung der yerschiedenen Einflüsse des uxngebenden 
Luftmittels angewiesen. Wie sie mit der Dynamik des starren Kbrpera 
zu kombinieren sind, wird in Hr. 9 angedeutet unter besonderer Heryor- 
bebung der mutmafslichen RoUe der Kreiselwirkungen. 

Nacb dem Gesagten ist klar, dafs die Scbwierigkeit des baUistiseben 
Problems nicbt auf Seiten der Dynamik, sondern der Hydrodynamik 
liegt. Man darf yieUeicbt boffen, dafs die LuftscbifiPahrt, die im Be- 
grüBfe ist, die bydrodynamiseben Pragen neu zu beleben, aucb der 
BaUistik zu gute kommen wird. 


*) Comptes Rendus, t. 150, pag. 829, Mürz 1910. 

**) Reicblicbe Litteratumacbweise bei C. Cranz, Encykl. d. math. Wiss. Bd. 
Art. 18, oder Lehrbuch der Ballistik, Leipzig 1910, Teil 1, aufsere Ballistik. 
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8, Das dynamisch-liydrodynamische Problem. 

Es ist selbstverstândlicli, dafs der Kôrper in Plnssigkeit strenge 
genommen niclit sechs, sondern unendlicli viele Freiheitsgrade hat. 
Die exakte Bestimmung seiner Bewegung (seiner secks Koordinaten) 
ist nnr im Zusammenliange mit derjenigen der Flüssigkeitsteilclien 
(ihrer unendlicli vielen Lagenparameter) moglick. Ancli die beiden 
Teile der Bewegnng^ Translation des Schwerpunktes und Rotation um 
den Schwerpnnkt^ die bei Abwesenheit des ‘âufseren Mittels (d. h. bei 
Vernachlâssigiing seiner Trâglieit etc.) voneinander nnabb'ângig be- 
bandelt werden kônnen^ sind durcb die gleicbzeitige Bewegung der 
umorebenden Flûssigkeit untrennbar miteinander verbunden. 

Die genaueren formelmâfsigen Zusammenbânge zwiscben Flûssig- 
keits- und Kôrperbewegung sind dem Matbematiker wohlbekannt fûr 
den Fall, dafs die umgebende Plûssigkeit als inkompressibel und 
reibungslos und ihre Bewegung als wirbellos gedackt wird. Das in- 
kompressible Mittel ist sozusagen zwanglâufig mit dem bewegten Kôrper 
verbunden; da dasselbe aile Stôrungen mit unendlich grofser Port- 
pflanzungsgescliwindigkeit weitergiebt, macbt sicb der augenblicklicbe 
Bewegungszustand des Kôrpers momentan in der ganzen unendlicben 
Plûssigkeit geltend, ibre Bewegung hangt nur von den Augenblicks- 
werten der Eôrpergeschwindigkeit ab und zeigt keine Rückerinnerung 
an die frûberen Zustânde. In diesem Falle kann also insbesondere die 
lebendige Kraft des ganzen Systems Kôrper und Flüssigkeit als Funktion 
der augenblicklichen Werte der sechs Gescliwindigkeitskoordinaten des 
Kôrpers dargestellt werden^ sodafs nacb den Lagrange'scben Metboden 
die Bewegungsgleicbungen des Systems in Form von secbs gewôbn- 
licben Differentialgleicbungen zweiter Ordnung gewonnen werden kônnen. 
Die Hydrodynamik spielt hier nur in die Bestimmung der lebendigen 
Kraft des Systems binein, die sich jetzt z. B. nicbt mebr aus der blofsen 
Superposition eines Translations- und eines Rotationsbestandteils zu- 
sammensetzen lâfst; AufsteUung und Cbarakter der Differentialgleicbungen 
dagegen entsprecben der gewôbnlicben Dynamik. 

In Wirklicbkeit bat natürlicb aucb Wasser, der Typus der in- 
kompressibeln Plûssigkeit, seine endlicbe ScbaUgescbwindigkeit, ist also 
kompressibel. Man kann aber aucb jede gasfôrmige Plûssigkeit als 
inkompressibel bebandeln, Solange die grôfsten vorkommenden Ge- 
scbwindigkeiten klein gegen ibre Scballgescbwindigkeit sind. Dann 
wird ja der Einflufs frûberer Bewegungszustânde viel scbnelLer fort- 
gepflanzt und ins Unendlicbe dissipiert, als neue Stôrungen aus dem 
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Wechsel des Bewegungszustandes entstelien. Also liangt ailes merk- 
liet Ton dem augenblickliclieii Bewegungszustande ab, wie bei ideal- 
inkorapressiblem V erbalten. 

Leider ist nun dieses Kriterium eines quasi-inkompressibeln Ver- 
baltens bei der Ballistik gar niclit erfiillt — wührend sich die Luft- 
sebiffahrtstbeorie durebweg die vereinfacbende Annahme der Inkom- 
pressibilitât gestatten darf. Die Anfaagsgescbwiudigkeit betriigt bei 
den Artillerie- und Infanteriegescbossen 465 bezw. 885 in/sec, ist also 
jÜbersekaUgescb-wmdigkeit"; bei den Weitscliüssen der Artillerie gebt 
sie im Verlaufe des Schusses durch den kritischen Wert hindurch und 
endigt z. B. bei der Schulsweite von 4000 m mit 257 m/sec als „Unter- 
scbaUgescbwindigkeit"; aucb die Geschwindigkeit des Infaiiteriegescbosses 
sinkt bei 2000 m Schulsweite auf 166 m/sec herab. Dais aber das 
Strômungsfeld bei Über- und Unterschailgeschwindigkeit grundsiitzlich 
verscbieden ist, ist bekannt; Bei ÜberschaUgeschwindigkeit lafst das 
Geschofs die an seinen früheren Lagen erzeugten Wirkungen (Kom- 
pressions- und Dilatationswellen) hinter sicli zurück, bei UnterschaU- 
gescbwindigkeit wird es von ihnen allseitig wie von cinor Atmosphâre 
umgeben. Wer jemals die schônen Photographicn dieser Verhaltnisse 
bei E. und L. Ma ch gesehen hat, wird an der Moglichkeit zweifeb, 
die Mannigfaltigkeit des Stromungsfeldes durch ein cinlieitliches Luft- 
widerstandsgesetz oder auch nur in den verschiodenen Geschwindigkeits- 
bereichen durch eine Reihe verschiedener Gesetze darzuateUon, die nur 
Ton der augenblicklichen Schwerpunktsgeschwindigkeit und der augen- 
blicklichen Lage des Geschosses gegen diese abhingen. Die einzig 
adâquate Behandlung des Problems wird Tielmehr in d(îr gleichzeitigen 
üntersuchung der Luft- und Kôrperbewegung mittols der hydrodynami- 
schen partieUen und der dynaniischen totalen Ditfei-entialgleichungen 
bestehen, einer Behandlung, die neben dem Bewegungsverlauf auch die 
exakten Luftwiderstandsgesetze liefem würde. 

Natürlich ist das Problem in dieser AUgemeinheit vôllig unlôsbar. 
Man wird es unterteilen müssen. Ein rein hydrodynamisclies Problem 
erhalt man, wenn man sich die Bewegung des Geschosses vorgegeben 
denkt, z. B. als gleichfôrmig geradlinig in liichtung der Geschofsaxe, 
und nach dem zugehôrigen Stromungsfelde der Luft fragt. Man kônnte 
dann die Energieverluste in diesem Stromungsfelde finden oder, etwas 
ToUstândiger, die Drucke, die das Strômungsfeld auf den Mantel des 
Geschosses übertrâgt. Bei der freien Bewegung des Geschosses wûrden 
diese Drucke zusammen mit der Schwere die vorausgesetzte Gleich- 
fôrmigkeit und Geradlinigkeit der Geschofsbahn successive abândem. 
Auch hierin liegt schon eine Nâherung insofern, als ja umgekehrt auch 
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die yerânderliclie Gescliwindigkeit und Stellung des Geschosses das 
Strômnngsfeld und seine Druckwirkung beeinflussen. 

Bleiben wir aber bei dem genannten einfachsten liydrodynamiscben 
Problem. Die Energieverluste in der mitbewegten Luft lassen sich 
sdiematiscli in zwei Teile sondern, in einen Teil, welcker in der 
Energiezerstreunng durch Wellen, und einen zweiten Teil, welcher in 
der Energieverwandlung durch Reibung oder in Wirbeln auf der Rück- 
selte des Geschosses seinen Ursprung hat. Um den Charakter des 
ersten Teils zu finden, wird man von den Differentialgleichungen der 
reibungsfreien aber kompressibeln Flûssigkeit ausgehen; um den zweiten 
Teil zu bestimmen^ wird es ausreichen, die Differentialgleichungen der 
reibenden oder wirbelnden aber inkompressibeln Flûssigkeit zu Grande 
zu legen. Der erste Teil giebt den „Wellenwiderstand^‘ der Luft; sein 
Vorhandensein wird durch die Mach’schen Photographien veranschau- 
licht. Der zweite Teil heifse kurz der ,,Beibungswiderstand^^ der Luft. 
Nach dem eben Gesagten wâre er in zwei Bestandteile weiter zu unter- 
scheiden^ den eigentlichen Reibungswiderstand (Oberflâchenwiderstand 
oder Hautreibung) und den Wirbelwiderstand (Formwiderstand in der 
Bezeichnung von L. Prandtl).*) Auch bei dem analogen Problem des 
Schiffswiderstandes werden diese Teile unterschieden. 

Bezüglich des Reibungswiderstandes nimmt man seit Newton an, 
dafs er dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional sei, ohne dafs 
es bisher gelungen wâre, den Beweis hierfûr auf hydrodynamischer 
Grundlage zu führen. Die Schwierigkeit liegt in dem quadratischen 
Charakter der hydrodynamischen Differentialgleichungen, in der dadurch 
bedingten Instabilitât der einfachsten Bewegungsformen und ihrem Um- 
schlagen in kompliziertere „turbulente^^ Bewegungen. Auch dieses Pro- 
blem sieht im Falle der Geschofsbewegung ziemlich hoffnungslos ans, 
Solange es nicht in dem viel einfacheren Falle der Stromung in 
Rôhren etc. gelungen ist, zum hydrodynamischen Verstàndnis der 
Turbulenz vorzudringen. 

Einfacher dürfte das Problem des Weïlenwiderstandes liegen. Um 
zu seiner Inangriffnahme zu ermutigen, führen wir einiges über einen 
âhnlichen elektrischen Fall an. Wenn man eine elektrische Ladung mit 
konstanter Uberlichtgeschwindigkeit bewegt, so lâfst sich das entstehende 
elektromagnetische Feld (wenigstens nach der âlteren Théorie des sog. 
ruhenden Àthers) bestimmen und zeigt dieselben Erscheinungen wie 
diejenigen des „Mach’sehen Phânomens^^ der Hydrodynamik. Die elek- 
trische Ladung, kûrzer gesagt, das „Elektron^^, lâfst seine Wirkungen 

*) Zeitschr. fûr Flugtechnik und Motorluftschiffalirt, Jahrg. 1, pag. 03. 
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hinter sich in einem Kegel, dessen Offnung mit dem 6escliwindigkeits> 
verliâltnis vjc (c == Licktgescliwindigkeit, v > c Geschwindigkeit des 
Elektrons) abnimmt. Indem sich. diese Wirkungen solchergestalt ins 
Unendliche zerstreuen^ findet ein fortgesetzter Energieverlust dnrch 
Strahlung statt; es wirkt also auf das Elektron ein Widerstand ent- 
gegen der Richtung seiner Bewegung. Nimmt man das Elektron als 
kugelformig an, so wird der Widerstand *) 



der Proportionalitâtsfaktor A hângt dabei von der Ladung des Elektrons 
nnd der Grrôfse der Kugel in einfacher Weise ab. Der Widerstand wird 
also Nul! fûr v = c nnd nâhert sich für v^oo einer festen Grenze. 
Auch für Unterlichtgeschwindigkeit lafst sich das Feld bestimmen und 
liefert hier bekanntermafsen fûr jeden beliebigen Wert v<c den Wider- 
stand Nu]!. 

Wir haben Grand zu der Annalime^ dafs ein ahnlich einfaches 
Gesetz fûr den Wellenwiderstand auch bei dem entsprechenden hydro- 
dynamischen Problem der Ballistik gelten wird, trotzdem die Verhalt- 
nisse hier viel komplizierter liegen wie in der Elektrodynamik. Ein- 
mal kommt hier die komplizierte, niclit kugolformige Gestalt des 
Geschosses in Betracht; sodann ist die an der Übertliiche des Geschosses 
geltende Bedingung des Nichteindringens der Luft, wonach die Stromungs- 
linien an der Oberflache paraLlel mit dieser verlaufen müssen, viel 
schwieriger, wie die entsprechende Bedingung in der Elektrodynamik, 
in der die Divergenz der elektrischen Kraftlinien direkt dnrch die Grofse 
der Ladungsdichte bestimmt wird (das hydrodynamiache Problem ist 
eine „Randwertaufgabe" das elektrodynamische ixur eino ,,Sammations- 
anfgabe^^). Der Hauptunterschied aber liegt in dem viel komplizierteren, 
nicht linearen Charakter der hydrodynamischen Dilferentialgleichungen 
gegenüber dem rein linearen Charakter der elektrischen Feldgleichimgen; 
dieser Unterschied bringt es z. B. mit sicli, dais sich die elektrischen 
Wirkungen stets und genau mit der Licbtgeschwindigkeit c fortpflanzen, 
wâhrend in der Hydrodynamik die Schallgeschwindigkeit, die wir eben- 
falls mit c bezeichnen woRen, nur eine untere Grenze der Portpflanzung 
für unendlich kleine Storungen darstellt, wahrend die wirkliche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit mit der Amplitude der Storungen waehst. 
Hiermit bângt es auch zusammen, dais im clektrodynamischen Falle 

*) A. Sommerfeld, Gottinger Nachr. 1904, pag. 401, und Amsterdamer 
Akademie, Proceedings, 1904, pag. 366. Vgl. auch M. Abraham, ïheorie der 
Elektrizitat IL S 97 
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die Front des Elektrons vôllig feldfrei ist^ wâhrend sich. im hydro- 
dynamischen Falle eine Verdichtungswelle vor den Kopf des Gescliosses 
lagert und von hier ans nach hinten nmbiegend den Mantel des Mach- 
schen Kegels bildet. Dieses Lnftpolster wird also mit grofserer Ge- 
schwindigkeit als c vorwârts getragen; die Schallgeschwindigkeit c ist 
also für seine Fortpflanzung ersichtlich nicht mehr mafsgebend. 

Unsere Annahme, dafs trotzdem das elektrodynamische Gesetz des 
Wellenwiderstandes im Grofsen und Ganzen auch für den hydrodyna- 
mischen Fall gelten môge, wird gestützt einmal durch die Erwâgung, 
dafs der geometrische Charakter des Feldes beidemal dnrch das Mach- 
sche Phânomen wesentlich in der gleichen Weise bestimmt wird, so- 
dann durch den experimentellen Befund der Schiefsversuche. Derselbe 
wird durch eine Kurve dargestellt, die wir dem zitierten Encyklopâdie- 
Artikel von Cranz entnehmen. 

Nach der Abscisse der Fig. 143 wird das Geschwindigkeitsverhâltnis 
x^vjc aufgeti'agen, nach der Ordinale das Verh’âltnis des Gesamtwider- 
standes, wie er ans den Schufs- 
tafeln entnommen wird, zu dem 
Reibungswiderstande der Luft, 
y==(TF'+JR)/jR, wobei wir den 
Gesamtwiderstand in Wellen- 
widerstand W und Reibungs- 
widerstand H zerlegt haben; 
letzterer werde4n der ûblichen 
Form des Newton’schen Rei- 
bungsgesetzes = propor- 
tional mit angesetzt. Die aus- 
gezogene Kurve stellt eine empirische Interpolationsformel von Siacci 
dar, welche sich dem zahlreichen Beobachtungmaterial sehr gut a^- 
schliefst. Die Kurve lafst folgendes erkennen: Für kleine v ist y kon- 
stant gleich 1 , in der Nahe von -y == c findet ein ziemlich plôtzlicher 
Anstieg statt, darauf folgt ein Maximum und weiterhin ein allmahlicher 
Abstieg. Wir würden dies Verhalten folgendermafsen theoretisch deuten: 
Für v<C.c ist der Wellenwiderstand TF zunâchst Nul! und daher ^=1; 
in der Nâhe von v = c (und schon etwas vorher) setzt der Wehen- 
widerstand in zunehmendem Mafse ein; derselbe wachst aber mit v in 
geringerem Mafse wie der Reibungswiderstand J?; das Verhâltnis Wjli 
nimmt daher ebenso wie y mit wachsendem v wieder ab. 

In der punktierten Kurve haben wir denjenigen Wert von y auf- 
getragen, der sich durch direkte Übertragung des obigen elektro- 
dynamischen Gesetzes für den Wellenwiderstand ergeben würde. Der 
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Herbei natürlich unbestimmt bleibemde Proportionalitatsfaktor A der 
obigen Formel ist so gewâblt, dafs das Maximum unseres elektro- 
dynamisclien Gesetzes gleiche Hôhe mit dem Maximum des empiriscbeu 
Gesetzes bat. Wir zeicbuen also: 

für V <,c: TF==== 0, ÿ ===== ^- === 1, 

füri;>c: TF = J. (l — -g), B av^, + 

wobei C = Alac^ in der genannten Weise aus den Beobacbtungen ent- 
nommen wurde. Es ist kaum zu verkenneU; dafs wir durcb diese sehr 
einfacben Gesicbtspunkte einen allgemeinen Anscblufs an den Cbarakter 
der empiriscben Kurve erreicben, der scbwerlicb zufalliger Natur 
sein kann."^) 

Für praktiscbe Zwecke ist natüiiicb mit imserer idealisierten Porm 
der Luftwiderstandskurve nicbts geworuien; ibre Mitteilung soUte ledig- 
licb bezwecken, zu einer genaueren üntersuchung des Wellenwider- 
standes im obigen Sinne zu ermutigen und unsere These von der 
wesentlicb bydrodynamiscben Natur des baUistiscben Problems in etwas 
zu belegen. 

9. Die allgemeinen Erfahrungstliatsacken der Ballistik xmd die Eolle 
der Kreiselwirkiingen. 

Wir stellen zunâcbst einige wenige Tbatsacben der Ballistik zu- 
sammen, die als gesicbert gelten konnen, und betracbten sie teils vom 
Standpunkte unserer bydrodynamiscben Auffassung, teils von dem- 
jenigen der Kreiseltbeorie. Solcbe Tbatsacben sind: das Auftreten eines 
Luftwiderstandsmomentes, der Sinn desselben, welcher einer Lage des 
Angriffspunktes vor dem Gescbofs-Scbwerpunkt entspricht, die Stabilitat 
di^s rotierenden Langgescbosses, die Recbtsabweichung bei Recbtsdraü. 

Der Luftwiderstand und das Luftwiderstandsmoment. 
Dafs ein bewegter Kôrper von dem umgebenden Mittel einen Wider- 


*) Nacb einer frenndlicben Mitteilung von Ilerrn Prandtl kann man für 
sebr grofee Geschwindigkeiten das Newton’scbe Eeibungsgesetz strenge begriinden. 
Der tkeoretische Wert des Proportionalitiltsfaktors a ergiebt sich dabei grôfser 
als der empiriscbe Wert % für kleine Geschwindigkeiten. Trllgt inan also in der 
Pigur als Ordinate auf: Gesamtwiderstand geteilt durcb Roibungswiderstand für 
Meine Geschwindigkeiten, d. h. i/ =» (kr+ unter Beibohaltung unseres 
elektrodynamischen Wertes für so würe für grofse Geschwindigkeiten wegen 
B = av* ;> V* das rechte Ende unserer punktierten Kurve um don Betrag (a-— «o)M 
h(5her zu legen. Der Anscblufs an die ausgezogene Kurve der Figur würde da- 
durch noch verbessert werden. 
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stand erfâhrt, ist nns gelânfig. Dafs nnter ümstânden (in der Kâhe 
der ScliaUgesciiwindigbeit) neben dem Reibungswiderstand der Wellen- 
widerstand einen überwiegenden Teil des Gesamtwiderstandes ansmacbt, 
ist weniger bekannt^ aber durcb das Vorangebende deutlicb. Wenn 
der Kôrper sjxnmetrisch gegen die Bewegungsricbtung geformt ist^ ist 
der Gesamtwiderstand natürlicb der Bewegung genau entgegengericbtet: 
das Moment des Luftwiderstandes um den Schwerpunkt yerschwindet. 
Wegen des Hinzutretens der Scbwere wird aber dieser Zustand yoU- 
kommener Symmetrie^ der im Momente des Âbfeuerns nabezu bestebt^ 
in jedem Angenblicke abge'ândert, da die Bahntangente nach unten 
gedrebt wird. Ein Moment des Luftwiderstandes würde jetzt nur dann 
nicbt auftreten^ wenn der Luftwiderstand einer Einzelkraft gleicbgesetzt 
werden kônnte, die im Scbwerpunkte angriffe. Nacb unserer bydro- 
dynamiscben Auffassung ist dies natürlicb bôcbst unwabrscbeinbcb; 
die Kompliziertbeit des Strômungsbildes in der Nâbe des scbnell be- 
wegten Gescbosses bringt eine bôcbst yerwickelte Verteilung der auf 
seinen Mantel wirkenden Drucke mit sicb. Z. B. bat Macb bei Ver- 
sucben gefunden, dafs in der Nâbe der Gescbofsspitze auf eine Strecke 
yon 13 mm ein Druckgefâlle yon ûber einer Atmospbâre kam. Die 
Gesamtbeit solcber Druckwirkungen bestimmt aber erst pbysikaliscb 
diejenige Grôfse, die wir mit dem schematiscben Begriffe des Luft- 
widerstandes widerzugeben wünscben. Dafs sie einer Einzelkraft yon 
spezieller Lage (durcb den Scbwerpunkt) âquiyalent wâre^ kônnen wir 
nicbt erwarten. Scbon in dem viel einfacberen Falle des Kôrpers in 
der idealen inkompressibeln und reibungslosen Flüssigkeit^ der sicb 
allein yoUstândig bydrodynamiscb bebandeln lâfst, treten im Allgemeinen 
Momente auf. Wenn wir nâmlicb oben sagten, dafs in diesem Falle 
der Translations- und Rotationsteil der Bewegung miteinander yerkoppelt 
sind, so meint dies nicbts anderes, als dafs die in Bewegung yersetzte 
umgebende Flüssigkeit die Rotation des Kôrpers durcb Druckmomente 
beeinflufst, sowie umgekehrt durcb die Rotation Drucke beryorgerufen 
werden, die die fortscbreitende Bewegung wie eine Einzelkraft beein- 
flussen. Im Falle der Ballistik ist die Koppelung beider Bestandteile 
natürlicb nicbt minder innig. Die Fiktion eines empiriscb bekannten 
Luftwiderstandes soll dazu dienen, beide Bestandteile für sicb betracbten 
zu kônnen. JedenfaUs aber müssen wir dann ibrer Koppelung dadurcb 
Recbnung tragen, dafs wir dem Luftwiderstande ein Moment um den 
Scbwerpunkt geben. 

Der Sinn des Luftwiderstandsmomentes. Angriffspunkt 
der Luftwiderstandsresultanten yor dem Scbwerpunkt. Der 
Sinn des Luftwiderstandsmomentes bestimmt sicb unmittelbar durcb 
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die bekannte Erfahrung, dafs oline das Mittel der kiinstlicben Stabilie- 
rang durch den Drall das Geschofs sicli übersclilagen und sicb. senk- 
reckt gegen die Bahn stellen würde, derart, dafs die Geschofsspitze sick 
anfriclitet, wenn sie oberkalb der Plugtangente liegt und sicb nach 
unten neigen wûrde, wenn sie sicb un ter der Babntangente befindet. 
Die fiktive Einzelkraft, die den Luftwiderstand ersetzen soi! and die 
der Bewegungsricbtung annâbernd entgegengericbtet ist^ bat also ibren 
Ângriffspnnkt ani vorderen Teil des Gescbosses (vom Scbûtzen ans 
geseben binter dem Scbwerpunkt). 

Durcb allgemeine Erfabrungen bei langsam bewegten Placben, die 
scbief gegen ibre Bewegungsricbtung gestellt sind^ ist uns diese Tbat- 
sacbe woblbekannt. Sie bildet übrigens die Grundlage für die Tbeorie 
der Aviatik. Bei langsamen Bewegungen (klein gegen 6')^ für die man 
die Luft als inkompressibel voraussetzen darf, kann man sicb aucb 
tbeoretiscb davon Recbenscbaft geben. Die auf Grand der idealen 
Hydrodynamik berecbneten Stromungslinien um eine scbief bewegte 
Blatte verlanfen so, dafs sie für die Vorderseite der Blatte einen Druck- 
punkt auf der nacb vorn geneigten Plattenbalfte ergeben^ der um so 
excentriscber liegt^ je grôfser der Winkel zwiscben Bewegungsricbtung 
und Plattennormale ist. Ans der Torangestellten ballistiscbon Tbatsacbe 
dürfen wir scbliefsen, dafs dasselbe Gesetz aucb für grofse Gescbwindig- 
keiten besteben bleibt, trotz der alsdann zweifellos wesentlicb abge- 
ânderten Verteilung von Stromung und Druck. 

Aucb von einem ganz anderen Standpunkte aus bat man die in 
Rede stebende Tbatsacbe zu versteben gcsucbt. Siebt man von dem 
Wellenwiderstande ganz ab und denkt sicb den Reibungswiderstand 
durcb die Newton’scbe Formel av^ bestimmt, wobei für jedes Ober- 
flâcbenelement als wirksame Gescbwindigkeit die Normalkomponente 
der Translationsgescbwindigkeit in Recbnung gesotzt werdexi nioge; so 
bat man ûber die Oberflacbe verteilt ein System von Einzelkraften. 
Setzt man diese nacb den Regeln der Statik zusammen; so ergiebt sicb 
eine Resultierende, deren Angriffspnnkt vor dem Scbwerpunkt liegt. 
Dabei berücksicbtigt man allerdings nur die Drucke auf der Vorder- 
seite des Gescbosses, d. b. auf den vom Luftstrom getroffenen Ober- 
ffâcbenteilen, und vernacblassigt, was eine gewisse Willkür ist, die auf 
der Rückseite gleicbzeitig vorhandenen Saugwirkungen, deren Moment 
im entgegengesetzten Sinne wirken würde. Wir braucben nacb aUem, 
was vorbergebt, kaum zu sagen, dafs wir diese Betracbtung ebenso wie 
die auf die Annabme der inkompressiblen Flüssigkeit basierte als einen 
vollgültigen Beweis der fraglicben ballistiscben Tbatsacbe nicbt anseben 
kbnnen. 
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Die Stabilieruug des Geseliosses durch Rotation. Eine 
der bekanntesten Thatsachen der Ballistik ist die, dafs das Langgescbors 
gegen ÜberscUagen durcb eine rasebe Rotation um seine Figurenaxe 
stabiliert werden kann. Die im gezogenen Lauf erzeugte Drehgeschwindig- 
keit ist der Âbgangsgesehwindigkeit des Gescbosses proportional und 
betragt bei den ArtiReriegescbossen über 100 TJmdrebungen in der 
Sekunde, bei den Infanteriegeschossen sogar über 3000. Das dergestalt 
in einen Kreisel verwandelte Langgesebofs (-wir denken weiterbin an 
dasjenige der Artillerie) folgt natürlicb nicbt mebr dem Momente des 
Luftwiderstandes, sondern weicbt senkrecbt dagegen ans. Wâbrend bei 
dem nicbt rotierenden Gescbofs das âufsere Moment eine Drebuns um 
die Queraclise durch den Schwerpunkt hervorbringen würde, bewirkt 
es bei dem schnell rotierenden Gescbofs lediglich eine Heine Yer- 
lagerung des Drehimpulses. 

Die deutscben Geschütze baben Recbtsdrall, d. b. jeder Punkt 
bewegt sicb in einer Recbtsscbraube. Yon vorn geseben findet also 
die Drebung entgegen dem Ubrzeigersinne statt. WoUen wir den 
Drebimpuls in der Figurenaxe nacb vorn auftragen^ was sicb der An- 
scbaulicbkeit wegen empfieblt, so müssen wir von unserer allgemeinen 
Regel über den positiven Rotationssinn abgeben und als positive 
Drebung diejenige entgegen dem Ubrzeigersinne anseben. 

Nebmen wir zunacbst etwa an, dafs sicb die Flugbabntangente 
momentan gegen die Gescbofsaxe gesenkt babe. Dann wirkt das 
Moment des Luftwiderstandes als aufricbtendes Moment, also von 
der recbten Seite des Gescbosses geseben, im positiven Sinne; sein 
(mit dem betrachteten unendlicb kleinen Zeitintervall multiplizierter) 
Momentenpfeil ist also an den Eigenimpuls des Gescbosses (es bandelt 
sicb natürlicb nur um den Rotationsbestandteil des Impulses, das 
„Impulsmoment^^) nacb recbts bin anzutragen, so dafs letzterer nacb 
redits bin abgelenkt wird. Liegt dagegen momentan etwa die Gescbofs- 
axe unter der Flugbabntangente, so wird entsprecbend der Eigenimpuls 
nacb links verlagert. AUgemein, kônnen wir sagen, wandert der Impuls- 
endpunkt wegen der Wirkung des Luftwiderstandsmomentes um die 
Flugbabntangente in demselben Siniie, wie die Eigendrebung des Ge- 
•scbosses erfolgt. 

Weiterbin ûbertragen wir die Hauptresultate unserer Tbeorie der 
pseudoregularen Pracession auf den jetzigen Fall. Wir wissen, dafs 
bei rascber Rotation die Figurenaxe immer in der Nabe der verânder- 
lichen Impulsaxe bleibt und dafs die Impulsaxe bei Yernacblâssigung 
der iinmerklicben Nutationen sicb durcbscbnittlicb auf einem Kegel um 
die Yertikale mit konstanter mittlerer Prâcessionsgescbwindigkeit F/ N 
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(ygl. pag. 303, 0-1. (11)) bewegt. Der Kegel bleibt dauernd sehr eng, 
wenn zu Anfang die Figurenaxe in der Nâbe der Vertikalen lag. Der 
Vertikalen, d. b. der Schwererichtung, entspricht hier die Richtung der 
fingierten Luftwiderstandsresultierenden, auf der die Axe des Luft- 
widerstandsmomentes senkrecht steht. Also wird auch im Falle der 
Ballistik die Figurenaxe des Geschosses die Lixftwiderstandsresultierende^ 
die ihrerseits immer nahezu in die Flugbahntangente faüt, umkreisen, 
und zwar in dem Sinne, in dem das Luftwiderstandsmoment den Impuls 
verlagert, d. h. im Sinne der Geschofsrotation, nnd es werden sich die 
soeben besprochenen Momentanbewegiingen der Impulsaxe zu einer Prâ- 
cession oder, wie mao in der Ballistik sagt, zu einer konischen Pendelung 
zusammensetzen. Der Ôffnungswinkel der konischen Pendelung bleibt 
dauernd sehr klein, da im Momente des Abschiefsens die Figurenaxe 
mit der Flugbahntangente (bis auf einen kleiuen „Abgangsfehlerwinkel") 
zusammenfiel. 

ISTatûrlich ist unsere Übertragung der einfachen Kreiselresiütate 
auf die komplizierten Verhaltnisse der Ballistik nicht ohne Bedenken. 
Das Moment der Schwerewirkung war Pshid'j wo den Winkel 
zwischen Figurenaxe und Vertikaler bedeutete. Bezeichnen wir jetzt 
mit '9’ entsprechend den Winkel zwischen Geschofsaxe und Luft- 
widerstand^ so wird man den Ansatz für das Luftwiderstandsmoment 
etwa in der Form Psin9coS'9 schreiben konnen. Letzteres ver- 
schwindet nâmlich nicht nur für d'^0 ans Symmotriegründen^ sondern 
auch für d' = jr/2, weil die Lage des Geschosses senkrecht gegen die 
Flugbahn die ohne Rotation stabile Gleichgewichtslage ware, in der 
der Luftwiderstand ein verschwindendes Moment giebt. Der Faktor P 
hângt dabei in unbekannter Weise von der Geschwindigkeit der Trans- 
lation und wohl auch von derjenigen der Rotation ab. Der analytische 
Ausdruck des Luftwiderstandsmomentes ist also cin anderer wie der 
des Schweremomentes in der gewohnlichen Kreiseltheorio, so dafs auch 
die dynamischen Wirkungen in beiden Filllen nicht genau die gleichen 
sind, wobei man bemerken kann, dafs bei dauernd kleinem 9 der 
hinzutretende Faktor cos 9 von keiner wesentlichen Bedeutung sein 
wird. Wichtiger aber ist, dafs die Flugbahntangente, die ja an- 
nâhernd die Richtung der Luftwiderstandsresultanten angiebt, nicht wie 
die Vertikale raumfest ist, sondern durch die Schwere nach unten 
gedreht wird. Bei der vorstehenden Übertragung nahmen wir aber an, 
dafs die Figurenaxe des Geschosses gerade so um die veranderliche 
Luftwiderstandsrichtung mit kleiner Kegeloffnung heruxnkreist, wie die 
Figurenaxe des Kreisels um die feste Vertikale bei ursprünglich vor- 
handener annahernder Koincidenz. Dabei ist die Veranderlichkeit der 
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Flugbalintaîigeiite keineswegs gering* sie kann bei einem Steilscbufs 
90® und mehr betragen. Die tbeoretische Recbtfertigung unserer Über- 
tragung müfste nacbweisen, dafs die Flugbahutangente als langsam ver- 
anderlicb verglicben mit den Gescbofspendelungen anzuseben ist^ so dafs 
die Figurenaxe in wiederbolten Umkreisungen Zeit findet, sicb der 
successive veranderten Lage der Babntangente anzupassen. Indessen 
woUen wir Mer auf jede tbeoretiscbe Begründung verzicbten und uns 
einfach auf die zweifellose, von Facbkreisen bestâtigte Erfabrungs- 
tbatsaobe berufen, dafs das Gescbofs im AUgemeinen (d. b. bei nicbt 
1 ZU steilem Abgangswinkel und bei normal konstruiertem Geschütz- 
und Gescbofssystem) mit seiner Spitze aufscblâgt (andernfalls wûrde 
ja die Zündung versagenî), dafs sicb also die Gescbofsaxe tbats'âcblicb 
dauernd in der ISTabe der Flugbabntangente oder der Luftwiderstands- 
resultanten bâlt. Diese Thatsacbe wird offenbar nur durcb die koniscbe 
Pendelung, d. b. durcb das Auftreten von energischen Kreiselwirlcungm 
ermôglicbt. 

Die Recbtsabweicbung der Gescbosse. Hierüber liegen 
folgende Erfabrungstbatsacben vor. Wâbrend bei den Infanterie- 
gescbossen die Seitenabweicbung klein ist^ zeigt sicb bei den Artillerie- 
gescbossen mit Recbtsdrall eine betràcbtlicbe und mit zunebmender 
Schufsweite zunebmende Recbtsabweicbung, namlicb 

bei einer Scbufsweite von 500, 1000, 2000, 3000 m 
eine Recbtsabweicbung von 0,25, 1,1, 4,4, 11,5 m. 

Übrigens wird bei den modemen Gescbützen die Recbtsabweicbung 
durcb die Visierstellung von selbst mitkorrigiert. 

Dafs wir in diesem Pbânomen eine Folge der koniscben Pendelung, 
also mittelbar eine Folge der Kreiselwirkungen zu seben baben, ist 
sebr wahrscbeinlich. Aucb ist es bekannt, dafs bei Linksdrall die 
Recbtsabweicbung in eine Linksabweicbung ûbergebt {die italieniscbe 
Artillerie bat Linksdrall), Eine genaue quantitative Tbeorie der Recbts- 
abweicbung scbeitert an unserer ünkenntnis des Luftwiderstandsgesetzes 
und wâre nur auf bydrodynamiscber Grundlage zu erbringen. Aucb bei 
Annabme eines empiriscben und sicber unvoUstândigen Luftwiderstands- 
gesetzes (Einzelkraft von geeignet gewâbltem Angriffspunkt) wird die 
Berecbnung sebr umstândlicb und nur durcb scbrittweise Nâberung 
môglicb, wegen der Verkettung des Translations- und Rotationsbestand- 
teils. Wir begnügen uns daber mit einem qualitativen Überscblag. 
Dabei geben wir von der vorber begründeten VorsteUung aus, dafs die 
Gescbofsaxe dauernd um die augenblicklicbe Lage der Luftwiderstands- 
resultanten mit durcbscbnittlicb konstanter Wiukelgescbwindigkeit im 
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Sinne der Eigenrotation lierumkreist. Von der Flugbahntangente und 
der ilir annâhernd folgenden Luftwiderstandsresiiltanten nelimen wir an, 
dafs sie sich. mit gleichfôrmiger Gescliwindigkeit senkt, was für ein 
nickt zu langes Zeitintervall und unter vorliiufiger Vernacklassigung 
der SeitenabweictLung zulâssig sein wird. Denken wir uns nun eine 
Zeickenebene senkrecbt gegen die Luftwiderstandsresultante in irgend 
einem Augenblicke gestellt, so besclireibt der Durcbstofsungspunkt 0 des 
Luftwiderstandes mit dieserEbene einenachuntengericbtetegeradeLiniei 
mit gleichfôrmiger Geschwindigkeii Der Durcbstofsungspunkt der Ge- 
scbofsaxe mit derselben Ebene sei Q. Q bewegt sich bestilndig senkrecbt zur 
YerbindungslinieOÇ mit durcbscbnittlich konstanter Winkelgeschwindig- 
keit im Sinne des Ubrzeigers, wenn wir imsere Zeicbenebene vom Gescbütz 
aus betracbten. Wir baben somit ein einfacbstes geometriscbes Bild 
Yor uns, aus dem sicb die Bahn von Q sofort ergiebt. Diese wird er- 
sicbtlicb eine cyUoidische Kurve, wie sie beim Abrollen eines Rades 
auf einer Geraden entstebt. Dem Punkte O entspricbt dabei der je- 
weilige Berûbrungspunkt des Rades, Q ist ein Punkt des Rades, als 
RoUbahn ist unsere Gerade L zu denken. Das abrollende Rad liegt, 
Yom Gescbütz aus geseben, rechterliand von L, da sich das Rad ebenso 
wie der an ibm feste Punkt Q im Sinne des Ubrzeigers drehen und 
der Berûbrungspunkt 0 auf L nacli unten fortscbreiten soll. Je nacb- 
dem Q auf dem Umfange des Rades oder im Innern desselben oder 
im Âufsern liegt, entstebt eine gemeine Cykloide mit Spitzen oder eine 
gewellte Cykloide oder eine verschlungcne, mit Schleifen verlaufende. 
In der Tbat sind bei jeder cykloidiscben Kurve die oben genaimten 
Kriterien erfüUt, dafs sicb Q um das momentané Drebzentrum des 
Rades 0 mit konstanter Gescbwindigkeit drebt. Man vergleicbe ûbrigens 
bierzu die ganz abnlicbe Betracbtung von pag. 295 gelegentlicb der 
Bebandlung der pseudoregularen Pracession, bei der ebenfaUs cykloidiscbe 
Kurven auftraten, und die dortige Fig. 48, die wir uns jetzt im TJbr- 
zeigersinn um 90® gedrebt zu denken baben, mit dem ünterscbiede, 
dafs das momentané Drebcentrum dort durcb die jeweilige Lage der 
Impulsaxe gegeben war, hier durcb diejenige der Luftwiderstands- 
ricbtung. 

O b eine gemeine oder eine verschlungcne Cykloide etc. entstebt, 
bangt von der Anfangslage des Punktes Q gegen O und der Pracessions- 
gescbwindigkeit von Q um O, sowie von der Senkungsgeschwindigkeit 
des Punktes 0 ab und bleibt bei unserer Betracbtung unbestimmt."^) 


*) Herr Cranz findet in dem oben zitierten Lebrbucb der Ballistik, Teil 1, 
Nr. 52 bis 67, durch NâbemngslQsung als Babnknrve eine gemeine Cykloide, deren 


§ 10. Vermischte Anwendungen. 


935 


Wesentlicli ist für uns nur ein allen drei Typen gemeinsamer Cliarakter: 
die Bahnhurve von Q verlâuft, nom QeschüU aus geséhen, dwrchschnittlich 
redits von der Geraden O, und zwar tritt sie bel der gemeinen und 
geweUten Cykloide überbaupt niebt auf die linke Seite von O berüber, 
wâhrend bei der verscblungenen Cykloide die nach links berüber- 
greifenden Scbleifen kürzer sind wie die nach recbts ansetzenden 
Bôgen. Hiermit ist aber eine ansobaulicbe Erklârung der Recbts- 
abweicbung gegeben: Indem sidi die Gesdiofsspitze durdischnittlieh 
redits von der Vertikalébene durdi die Flughalmtmgente hefindet, wird 
das Gesdiofs von dem Luftwiderstmde nach reckts hinubergedrdngt. Es 
wird nâmlich der Druck auf die linke Seite des Gescbosses überwiegen, 
sodafs der Luftwiderstand mit einer kleinen Komponente seines Gresamt- 
betrages direkt auf die seitliclie Schwerpunktsbewegung einwirkt und 
die Flugbahn nacb. recbts ablenkt. 

Als qualitative Erklârung der Recbtsabweicliung wird diese sebr 
oberflâcblicbe Betracbitung genügen kônnen. Dafs eine quantitative 
Bebandlung derselben Tkatsacbe unmoglicb ist und dafs sicb über- 
baupt, wie kaum zu leugnen ist, das ballistische Problem nocb in 
einem sebr unbefriedigenden Zustande befindet^), liegt niebt, wie wir 
nocbmals kervorkeben mockten, an der Kreiseltkeorie, die aile an sie 
zu stellenden Fragen in bestimmter und ansckaulicher Weise beant- 
wortet, sondern an der ïïydrodynamik mit ikren weitaus komplizierteren 
Verkâltnissen und ikren unendlick vermekrten Bewegungsmoglickkeiten. 


Bis über die Mitte des 19. Jakrkunderts kinaus katte die alt- 
ekrwûrdige Mechanik die unbestrittene Fükrung sowokl in der tkeore- 

Bogen sicb allmâhlich erweitern; diese Erweiterung konnte aber bei nnserer Dar- 
stellung niebt in Ersebeinung treten, da wir nâberungsweise die Gescbwindigkeit^ 
mit der sicb die Elugbabntangente senkt (d. b. die des Punktes O), als gleicb- 
formig annabmen. Andere Antoren (vgl. die Litteratur bei Cranz 1. c.) wnrden 
bei etwas abweiebender Berecbnnng ancb auf verseblungene oder gewellte 
Cykloidenbabnen gefübrt. Aucb Cranz weist (bTr. 57, 1. c.) auf die Unsieberbeit 
der tbeoretiseben Berecbnung und auf die ISTotwendigkeit von systematiseben 
Experimenten bin. 

*) Ein Erfolg versprecbendes Hilfsmittel der experimentellen Ballistik sebeint 
die pbotograpbiscbe Aufnabme der Gescbofsbewegung zu sein. F. Neesen bat 
einerseits versuebt, die konisebe Pendelung auf Platten im Tnnern des Gescbosses 
aufzuzeicbnen und die erbaltenen Kurven im Sinne der Tbeorie als Cykloiden von 
allerdings sebr unregelmafsigem Cbarakter gedeutet, andererseits aucb eine Méthode 
angegeben, um die Stellung des Gescbosses direkt von aufsen aufzunebmen, doeb 
sind abscbliefsende Resultate wegen ungünstiger Yersuebsbedingungen in beiden 
Biebtungen nocb niebt erzielt worden. Vgl. Arebiv f. Artillerie- und Ingenieur- 
offiziere, 63. Jg. 1889 und Kriegstecbnisebe Zeitschrift 1903. 
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tischen Âuffassung der Natur, wie in der praktischen Verwertung ihrer 
Erafle. Im letzten Viertel des 19. JaErEunderts aber muBte sie meEr 
und meEr iErer jüngeren Rivalin, der Elektricitât, weicEen. Die 
tEeoretiscEe Elektrodynamik füErte tiefer in die Erkenntnis der Natur, 
wie die rein-mecEaniscEe BetracEtung, und die ElektrotecEnik eroffnete 
mannigfaeEere und küEnere MoglicEkeiten der Energieverwertung und 
-übertragung, wie die alten mecEaniscEen Konstruktionen. Es hat den 
AnscEein, als oE im 20. JaErEundert die mechanische TecEnik, unter 
anderem durcE die Verwertung des Kreiselprinzips, iieue Aufgaben mit 
■veijüngten Kraften angreifen wolle, wobei allerdings nicEt zu vergessen 
ist, dafs sie ein wicEtiges Hülfsmittel, den Kreiselantrieb, in den meisten 
Fallen gerade von ihrer Rivalin, der ElektrotecEnik, erborgen mufs. 
Offenbar steEen wir erst im Anfange dieser Entwicklung; die hier sicE 
bietenden MoglicEkeiten sind mit den im VorsteEenden dargesteüten 
Konstruktionen woEl nocE lange nicEt erscEôpft. 



Zusâtze und Ergânzungen. 


Zum Vorwort. 

Der am Sclilnfs zitierte Ausspruch Sir John Herschers findet 
sich in den Outlines of Astronomy, London 1850, Chapter V, Nr. 317. 

Auch in England ist neuerdings eine Monographie üher den Kreisel 
erschienen: H. Crabtree, An elementarj treatment of the theory of 
spinning tops and gyroscopic motion, Longmans, Grreen, Co., London 
1909. Hier wird der auch in unserem Vorwort empfohlene Weg zur 
Erklârung der Kreiselerscheinungen eingeschlagen, der den Ansgang 
von den Impulssâtzen nimmt. Systematischer und ausfûhrlicher in 
der Begrûndung als der bekannte Vortrag von Perry (vgl. Anm. auf 
pag. 134) gelangt das Buch zur Berechnung der allgemeinen Kreisel- 
bewegung und zur Beschreibung einiger technischer Anwendungen, wie 
des Schififskreisels und der Einschienenbahn. Es ist besonders reich- 
haltig an Beispielen ans dem tâglichen Leben, deren wesentliche 
dynamische Züge treffend hervorgehoben werden, macht aber natûrlich 
bei dem weit beschrânkteren Raum sowie dem durchweg elementaren 
Charakter keinen Anspruch auf die VoUstândigkeit, die wir mit weiter- 
gehenden analytischen Hilfsmitteln erstrebten. 

Zur Eiuleitung. 

Zu den in der Einleitung genannten Lehrbüchern für Meehanik 
tritt nun noch das besonders empfehlenswerte, reichhaltige Buch von 
A. Gr. Webster: The dynamics of particles and of rigid, elastic and 
fluid bodies, Leipzig 1904, in dem auch die Kreiseltheorie und einige 
ihrer Anwendungen reichlichen Raum gefunden haben. Eine deutsche 
Bearbeitung des Bûches von C. H. Muller unter dem Titel: „Lehrbuch 
der Meehanik als Einführung in die theoretische Physik^^, in zwei 
Teilen, ist in Vorbereitung und erscheint demnàchst im gleichen Verlage. 

In sachgemâfsester Weise behandeln die technischen Fragen der 
Meehanik natûrlich die „Vorlesungen über technische Mechanik^^ von 
A. Foppl, deren sechster Band (Leipzig 1910) auch die Kreiseltheorie, 
insbesondere als typisches Beispiel die vom Yerfasser aufgestellte Théorie 
des Schififskreisels ausführlich erôrtert. 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbe wegung. 
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Zns'âtze und Erganzimgen. 


Einen kurz zusammenfassenden, aber inbaltsreicben Bericbt über 
die Kreiseltbeorie liefert A. G. Greeubill: Gyroscop and Gyrostat, 
Eneyclopaedia Britannica, Suppl. 29, 1902. Bezüglicb der bistoriscben 
Entmcklung der Kreiseltbeorie yerweisen wir aucb auf dessen Vortragî 
The mathematical theory of the top, considered historicaUy, Verhand- 
luno-en des 3. internationalen Mathematikerkongresses, Heidelberg 1904. 
Man yergl. aucb die reicbbaltigen bistoriscben Nacbweise in P. Stackel’s 
Encyklopâdie-Artikel Bd. IV, 6; der Freundlicbkeit von Herrn Stâckel 
verdanken wir eine Reihe der folgenden Bericbtigungen. 

Zu Kap. I. 

Zu pag. 14. Die Euler’scben Winkel treten wobl zuerst 1748 auf 
in Euler’s Introductio in analysin inbnitorum, vgl. P. Stiickel, Elemen- 
tare Dynamik, Encykl. d. Math. Wiss. IV 0, Nr. 28 a. 

Zu pag. 22, Gl. (10) und pag. 57, Gl. (2). Die Transformations- 
formeln (2) bat kürzlicb in elementarer Weise A. Scboenfliefs ab- 
geleitet auf Grund der Tbatsacbe, dafs .sicb jcde Drebung im aus 
zwei Wendungen (Drebungen um 180®) oder aucb aus zwei Spiegelungen 
zusammensetzen laist. (Rend, del Circolo matematico di Palermo, t. 29, 
1910.) 

Zu pag. 61. Das vektorielle Produkt, wie es in der Vektoranalysis 
üblieb ist, ist nicbt identiscb mit dem „aulsercn Produkt" Graismann’s 
(die Ausdrucksweise des Textes, Zeüe 9 von unton, ist in dieser Hin- 
siebt ungenau), sondern mit der Grafsmann’schen „Erganzunf des 
âufseren Produktes". Das vektorielle Produkt ist ein (axialer) Vektor, 
das âufsere Produkt dagegen ein „Bivektor" (d. h. hier ein Plâcben- 
stück), erst seine Erganzung (die arrf dem Placbenstiick erricbtete 
mit TJmlaufssinn versehene Normale) ein axialer Vektor. Die Grafs- 
mann’scbe Théorie gebt bei der Aufzahlung der Raumgrôfsen syste- 
matiscb, die pbysikalische Vektorrecbmxng opportunistiscb vor. Letztere 
siebt aucb vielfacb von dem prinzipiellen Unterschied zwiscben polaren 
Vektoren (Vektoren erster Art) und axialon Vektoren (Vektoren zweiter 
Art) ab, was nur so lange zulassig ist, als nur Drebungen des Koordi- 
natensystems, keine Spiegelungen oder Inversionen benutzt werden. 
Man vgl. bierzu Encyklopâdie der math. Wiss. IV, 14 (Art. Abraham), 
Nr. 2, 3; R. Mebmke: Jabresbericbt d. d. Matb.ver. 13, 1904, pag. 217; 
L. Prandtl: ibid. pag. 436. In der von Minkowski verwendeten vier- 
dimensionalen Vektoranalysis der Relativitâtstbeorie (vgl. unten) tritt 
der Unterschied zwiscben den Vektoren erster und zweiter Art scbârfer 
bervor, indem die ersteren vierkomponentig, die letzteren aber secbs- 
komponentig werden. 
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Zu pag. 64, Gl. (13). Mittels der Gl. (13) liât kurze Zeit vor der 
auf pag. 64 zitierten Arbeit von Cayley scbon Hamilton die Dre- 
bungen nm einen Punkt im auf Quaternionenmultiplikatioii zurûck- 
gefübrt. Proc. Irisk Academy 11. Nov. 1844. 

Diese Gleicbung, durcb die wir eine beliebige Drebstreckung des 
cCj y, 2 Raumes um den Anfangspunkt x==y = 0 in kompendiosester 
Porm darstellten, ist ein Sonderfall einer allgemeineren Darstellung, 
die die Drebungen eines vierdimensionalen Raumes um einen festen 
Punkt, oder aucb, bei Benutzung bomogener Koordinaten, unter an- 
derem die oo^ Drebungen und Verscbiebungen des gewôbnlicben drei- 
dîmensionalen Raumes umfafst. Fûr diese Transformationsgruppen 
liefert die in Rede stebende Verallgemeinerung von Gl. (13) zugleicb 
eine sebr einfacbe rationale Darstellung durcb 6 Parameter (bzw. 7, 
wenn aucb Drebstreckungen des B^ mit einbegriffen werden). Die all- 
gemeinere Formel bat überdies den Vorteil grôfserer Symmetrie und 
Übersicbtlicbkeit. 

Ibre einfacbe Grundlage ist der mebrfacb benutzte Satz, dafs der 
Tensor eines Quaternionenproduktes gleicb ist dem Produkt ans den 
Tensoren seiner Bestandteile, unter dem Tensor einer Quaternion 

^ =as5 Ai -f” Bj “b ”f" -D 

die früber aucb als Streckung bezeicbnete Grôfse 

T^yA^ + B^ + æ + jD^ 

verstanden. (Diese von Hamilton eingefübrte Bezeicbnung (vgl. 
pag. 58) bat natûrlicb nicbts mit dem in der matbematiscben Pbysik 
beute üblicben Tensorbegriff zu tun.) 

Sei nun eine Quaternion gegeben: 

V = xi + yj + + U, 

und eine zweite durcb das Quaternionenprodukt definiert: 

( 1 ) V^-Xi+Yh + Zj+U^Q^vQ^ 

= (Ay + BJ + Cj^Jc + BJ {xi + yj + + u) {AJ + B2j + + BJ. 

Hiernacb sind offenbar die (ïrôfsen X, Tj U als bomogene 
lineare Funktionen der Grôfsen Xj y, u bestimmt, und es bestebt die 
Beziebung 

X^ + 

- + Dx') + y^ + ^^ + W + + 0,^ + A") 
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Zusâtze und Ergânzungea. 


Wir brauchen hier nur zu fordern, dafs 

( 2 ) = 1 

sein soU, so stellen die linearen Transformationsformeln zwischen 
X und X eine orthogonale Transformation des x, y, e, u Raumes dar, 
die ja bekanntlich durch die Bedingung 
(3) X^+Y^ + Z^+ + + + 

definiert ist. Sie ist eine Drehung, denn ihre Déterminante ist + 1, 
wie man durch Einzelmultiplikation mit ('i >2 und leicht nach- 
reehnet. Die Transformationsformeln enthalten zunâchst die acht 
Koeffizienten der Quaternionen und als Parameter, zwischen 

denen aber die Bedingung (2) besteht. Da ferner in der 61. (1) nur 
das Produkt der Quaternionen Ç, und vorkommt, so bleibt sie un- 
verândert, wenn man mit einem skalaren Faktor A multipliziert 
und mit dem namlichen Paktor dividiert, man kann diesen Faktor 
Z. B. so wâhlen, dafs , 

T/ = 1 

wird, und hat dann die Drehung des durch die sechs Parameter der 
zwei Einheitsquaternionen iu einfachster Weise definiert. 

Wesentlich ist, dafi sich diese Darstellung unmittelbar in rationaler 
Form geben lâBt, wie wir unten noch zeigen werden. 

Lafst man dagegen die Koeffizienten von und beliebig, so 
enthalt das Quaternionenprodukt (1) sieben Parameterj in diesem Pâlie 
führt 61. (1) auf die „Drehstreckungen des B^“. Die Formel (13) er- 
gibt sich hieraus offenbar fur die spezielle Bestimmung 

und liefert aufser den Transformationsgleichungen (2) von pag. 57 dann 
noch die Beziehung U — u. 

Wenn wir aile Koeffizienten der Quaternionen Q^, v und V 
und also auch A als reelle 6rôfsen betrachten, so sind durch 61. (1) 
und (2) die reeUen Drehungen im B^ dargestellt; wir wollen sie im An- 
schlufs an eine übliche Ausdrucksweise der projektiven MaBgeometrie 
als die „elliptischen“ Drehungen bezeichnen. Neben diese stellen wir 
eine andere 6ruppe von KoUineationen des B^, die „hyperbolischen“ 
Drehungen, indem wir u = as setzen und s als reell annehmen, wo 
a — y=i (oder allgemeiner die Qnadratwurzel ans einer negativen 
Grrofse) sein soll. Darm ist die Bedingung erfaUt: 

(30 X^+Y^ + Z^ + (D^S^ + + + 

die ausdrückt, dafi ein reeller Kegel bei der Transformation unverândei-t 

bleibt, was eben die byperboliscben Drehungen oharakterisieren mag. 
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TJm in diesem Fall reelle Transformationsformeln zu erhalten^ mufs 
man, wie sicli durcli nâhere Bereclinung leicht ergibt, die beiden Quater- 
nionen und „konjugierte‘^ wâhlen, die so zu definieren sind: 

I = (+ + Bj + Ch + D) + œ{A'i + B'j + C'h + D'), 

^ - Bj - Ch + D) + + B^j + C'h - D'). 

Die Transformationsformeln würden allgemeiner auch dann reell 
ausfallen, wenn Q 2 um einen reellen Faktor von dem in (4) angegebenen 
Ausdruck verschieden w'âre; aile môglicben Transformationen zerfallen 
hiernacb in zwei Arten^ je nacbdem ob dieser Faktor positiv oder 
negativ ist. Die der ersten Art bilden fur sicb eine Gruppe^ bei den 
letzteren ist charakteristiscb, daB dSjds immer negativ ist; es ist daber 
nicht môglicb, daB diese zweite Art die identische Substitution oder 
unendlich kleine Drebungen entbâlt. Desbalb wird es zweckmâBig sein, 
in der Définition der byperboliscben Drebungen sicb auf die erstere 
Gruppe zu bescbrânken und also bei geeigneter Normierung nur die 
Formeln (4) ins Auge zu fassen. Fûr die unten zu besprecbenden 
Lorentztransformationen bedeutet dies die naturgemâBe Bescbrânkung^ 
daB die Zeitskala in allen betracbteten Koordinatensystemen gleicb- 
gericbtet sein solL 

Obne Einscbrânkung der AUgemeinbeit kann aucb in (4) ein Faktor A 
bzw. 1/A so gewâblt werden^ dafs = wird. Damit aucb XQ^ und 
Ç 2 /A konjugiert sind, mufs jetzt A eine komplexe Grôfse a coi vom 
absoluten Betrag y = 1 sein. Denken wir uns der Einfacb- 
beit balber die Quaternionen und scbon so normiert, so be- 
stebt also die Bedingung 

(4') AA' + BB' + CC' + DD' = 0. 

Jetzt ist es leicbt zu seben, dafs wir mittels der Quaternionen- 
parameter zu einer rationalen Darstellung der Drebungen gelangen. 
Um nâmlicb die Bedingung (2) identiscb zu erfüUen, setzen wir statt 
(1) die Transformationsgleicbung an: 

(10 (Xi + Tj + ZI+ coS) = + , 

wo aber nun wegen (4') 

^A^ + B^ + C^ + l)^ + œ\A'^ + B'^+ 

also rational in den Parametern A^ A' . wird. 

Nacb (4') ist nun ferner etwa B' ein rationaler, bomogener Aus- 
druck ersten Grades in den sieben übrigen Parametern, fübrt man ibn 
in die recbte Seite von (1') ein, so wird diese, da sie in den acbt 
Parametern von und Q 2 bomogen vom Grade Nul! ist, eine Funktion 
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Zusâtze imd Ergânzungen. 


blofs der sechs Verh'âltnisse von A, J', B', C', D, und (1') 

führt also in der TJaat zu einer rationalen Darstellung der hyper- 
bolischen Drehungen dnrch sechs Parameter. 

Diese hyperbolischen Drehungen steheii nun in naher Beziehung zu 
Pragen der modernen Physik, zu denen die Entwicklung der Elektro- 
dynamik geführt hat; dies war für uns der Anlafs^ sie hier zu be- 
sprechen. Wir gewinnen für die Wahl cd^ ^ (r^ wo c die Licht- 

geschwindigkeit bezeichnet, eine rationale Darstellung für den wesent- 
lichen Bestandteil in der Gruppe der von Poincaré sogenannten „Lorentz- 
transformationen^; die nur noch durch Hinzunahme einer vviilkürlichen 
Verschiebung des Anfangspunktes zu vervoUstaudigen ist. Sie spielt 
für die Elektrodynamik und die an diese sich anschliefsenden Pragen 
die gleiche RoUe, wie für die klassische Mechanik die Gruppe, die sich 
aus den einmaligen Drehungen und Verschiebimgen des Koordinaten- 
systems und den gleichformigen Translationen desselben zusammensetzt, 
indem sich die elektrodynamischen Grundgleichungcn invariant verhalten, 
wenn die Lorentztransformationen auf die Raumkoordinaten x, y, z und 
die Zeitkoordinate 5 angewendet werden. Diese Invarianz ermôglicht 
eine systematische Entwicklung der Elektrodynamik bewegter Medien, 
wie sie durch das ^Relativitâtsprinzip^^ gefordert wird. Ihre physi- 
kalische Bedeutung wurde erkannt durch die Arbeiten von H. A.Lorentz, 
Versuch einer Théorie der elektrischen und magnetischen Erscheinungen 
in bewegten Kôrpern, Leiden 1895 (2. Auflage Leipzig 1906); A. Ein- 
stein, Annalen der Physik 17, 1905, pag. 891. Die Gruppeneigen- 
schaft der Lorentztransformationen betont zuerst H. Poincaré, Rend, 
del circolo mat. di Palermo, 21, 1906, pag. 129; vom Standpunkt der 
vierdimensionalen Vektorauffassung endlich, zu der die ol)ige Darstellung 
einen Beitrag liefern soll, gehen die Entwicklungen von H. Minkowski 
aus: Gôttinger Nachrichten 1908, pag. 53 xmd dessen Vortrag: Raum 
und Zeit, Jahresbericht der deutschen Mathematikervereiniginig 18, 1908. 

Geht man in den Gleichungen (4) zu dern Grenzfall 0 ^ = 0 über 
und lâfst zugleich 5 und 8 von der Ordnung l/co^ unendlich werden, 
so erhâlt man eine Gruppe von Transformationen, bei denen co^/8 
und die als „parabolische^^ Drehungen des bezeichnet werden kônnen. 
Deutet man nâmlich die Transformationsformeln im lig, als dessen 
Koordinaten man die Quotienten xjco^s, zjm^s ansieht, so stellen 

sie die Gruppe der oo® linearen Orthogonaltransformationen unserer 
gewohnlichen (der parabolischen) Geometrie, dor Drehungen und Ver- 
schiebungen, dar. Bei der gleichen Abbildung würden die vorher 
behandelten elliptischen und hyperbolischen Eaile auf die linearen 
Orthogonaltransformationen des führen, die zu elliptischer, bzw. 
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liyperbolisclier Mafsbestimmung gehôren; bekaantlicb yerstebt man ja 
darunter die KoUineationen, bei denen eine imaginâre (Grl. 3) bzw. 
reelle (Gl. 3') Flâche zweiter Ordnung unverândert bleibt. 

Zu den ^^parabolischen^^ Drebungen des führt endlicb aucb der Grenz- 
fall, in dem unendlicb wird nnd zugleicb A', B', C\ B' von der Ord- 
nung l/û3^ verschwinden, wâhrend jetzt endlicb bleiben, und zwar 

s = B wird. Man erlialt noch eine weitere Deutung dieser Gruppe, wenn 
man s (== 8) als Zeitkoordinate, dagegen y, s bzw. X., Y, Z als Eaum- 
koordinaten auffafst. Fûgt man nâmlich nocb. eine willkûrlicbe Ver- 
schiebung des Koordinatenanfangspnnktes der Eaum- und Zeitmessung 
zUj so resultiert die scbon oben erwâbnte fâche Gruppe, zu der 
sich die Newton’sche Mechanik invariant verhâlt^ sie bildet in der That 
den Grenzfall der Lorentzgruppe bei unendlicb grofser Licbtgescbwindig- 
keit c. Als üntergruppe ist bierin natürlich wieder die Gruppe der 
Drebungen im B^ entbalten, für die X, E', G\ B' identiscb ver- 
scbwinden, wobei unsere allgemeineren Gleicbungen (1) nnd (4) in die 
frübere (13) ausarten. 

Die Gleicbungen (4), (4'), (1') umfassen aucb die vorber bebandelten 
.^elliptischen^^ Drebungen^ namlich für positive Werte von also reeUe 
Werte von o), für die die konjugierten Quaternionen zu zwei 

beliebigen reellen Quaternionen werden. Obne Beeintrâcbtigung der AU- 
gemeinbeit kann man also sagen, dafs die cbarakteristiscben Unterfâlle: 

03 ^ = 03^ = — 1, 03^ = 0 oder oo 

gerade die elliptiscben, byperboliscben, paraboliscben Drebungen des B^y 
bzw. die allgemeinen linearen Ortbogonaltransformationen des B^ bei 
entsprecbender Mafsbestimmung reprâsentieren. 

Die Verwendung der Quaternionen zur Darstellung der Drebungen 
im B^ bat zuerst Cayley bemerkt, unter Beschrânkung auf den ellip- 
tiscben FaE (1). (On tbe homographie transformation of a surface of 
tbe second order into itself^ Philos, magazine VII, 1854, papers, t. Il 
p. 135, und Eecberebes ultérieures sur les déterminants gauches, Journal 
f. Math. t. 50, 1855, papers t. II p. 202.) Die geometrisebe Deutung bat 
Klein binzugefûgt (Zur nicbt-euklidiscben Geometrie, Math. Annalen 37, 
1890). Der allgemeine Ansatz rübrt von Clifford ber (Preliminary 
sketch of biquaternions, Proceedings of tbe London Math. Society, 
Vol. IV, 1873, papers London 1882, p. 181) und ist dureb Study 
systematiseb entwickelt worden (Von den Bewegungen und ümlegungen, 
II, Math. Annalen 39, 1891). Wegen der ferneren Litteratur vergleicbe 
man die Zitate bei Study, Encykl. d. math. Wiss. I, A, 4, insbesondere 
Nr. 35 der franzôsiscben Ausgabe des Artikels (dort I, 5). 
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Zua'âtze und Brgânzungen. 


Zu pag. 68. Die SchluTsbemerkung über ^invariantes Denken und 
invariantes Recbnen^^ mocbten wir beutzutage nacb der Bedeutnng, diu 
die Vektorreehnung inzwischen gewonnen liât (vgl. auch den Zusatz 
zu pag. 142), jedenfalls nicht in dem Sinne aufgefafst wissen, dafs das 
invariante vektorielle Rechnen als etwas Nebensâchliclies erscheint. 


Zu Kap. III. 


Zu pag. 138. Es scheint uns, dafs die Ableitung der Euler’scben 
Grleicliungen auf S. 138 f. nocb nicbt mit der wünscbenswerten Über- 
sichtlichkeit erkennen lâfst, dafs sie in der That nicbts anderes als ein 
analytischer Ausdruck für die Impulsgesetze sind. Desbalb moge die 
Ableitung Mer in knapperer Form nochmals folgen, wobei wir die 
Scbreibweise der Yektorreelinung benutzen. 

Wegen der Rotation B bat ein beliebiger im Kreisel fester Punkt^ 
dessen Koordinaten Xj y, 21 wir in üblicher Weise durcb den vom An- 
fangspunkt ans gezogenen Vektor r bezeichnen, nach dem Schéma (3) 
auf pag. 41 die G-eschwindigkeit Z7= F(Rr) im Raume, un ter dem 
Symbol F wie auf pag. 138 den auf pag. 61 erklarten BegrijQP des 
vektoriellen Produktes verstanden.*) Andererseits bewegt sich ein be- 
liebiger im Raume fester Punkt r' mit der Geschwindigkeit 

- F(iîr') - F(rTi!) 


gegen den Kôrper. Ein solcher Punkt ist der Impulsendpunkt J im 
krâftefreien Pall. Deshalb folgt für dessen Geschwindigkeit relativ zum 

V=f=F(/ü), 


also die Gl. (2) von pag. 140. Ist andererseits der betrachtete Punkt 
im Raume nicht fest, sondern hat die Geschwindigkeit IF, so hat er 
im Korper die Geschwindigkeit ü' + W, Für den Impulsendpunkt ist 
diese Geschwindigkeit TF auf Grund des zweiten Impulsgesetzes gleich 
dem Moment der Krâfte, A, es folgt daher die GL (3), pag. 141: 

3Î 

die nach (3') und (3") eben das System der Euler’schen Gleichungen 
in vektorieller Fassung bedeutet. 

Die Euler^schen Gleichungen sind hiemach ein prâgnantes Beispiel 
für ein Gleichnngssystem, dessen eigenthches Wesen in seinem Vektor- 
charakter liegt. Überhaupt ist die Vektorentheorie gerade derjenigen 
Form der Fragestellung angepafst, die wir an die Spitze der Behand- 


*) Statt V (jRr) ist jetzt die Sclireib weise [Jîr] üblicher. 
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lung des starren Kôrpers stellten: der Frage nach den Verlagerungen 
des Impulsvektors. Dafs wir von der Benutzung dieser Reclinuiigsart 
absahen, liegt wesentlich. daran, dafs sie sicli erst im Laufe der letzten 
zehn Jahre mebr nnd melir eingebürgert bat, insbesondere seit sie sicb 
in der tbeoretiscben Elektrodynamik als unentbebrlicbes Hilfsmittel er- 
wiesen bat. Man darf allerdings bei ibrer Einscbâtzung nicbt über- 
seben, dafs für die wirklicbe Bebandlung der Grleicbungen^ besonders 
ibre Intégration, der Übergang zu den Koordinatengleicbungen docb 
meist erforderlicb wird. In konsequenter Weise wird die Vektorrecb- 
nung für die Kreiseltbeorie in einigen neneren Ârbeiten benutzt, wir 
nennen: Pôppl, Lôsnng des Kreiselproblems mit Hilfe der Vektoren- 
recbnnng, Ztscbr. f. Matb. u. Pbys., 48, 1903; Stûbler, Der Impuls 
bei der Bewegung eines starren Kôrpers, ibid. 54, 1907. 

Zu pag. 142. Die einfache Auffassung der Euler’scben Grleiebnngen 
als Ausdruck für die Impnlssâtze findet sicb kurz vor Hayward (1856) 
scbon bei Saint-Gruilbem, Journ. de matb. (1), 16, p. 347 (1851), 
und ibid. (1), 19, p. 346 (1854). Für die Gescbicbte der Euler’scben 
Gleicbungen vgl. Encykl. d. matb. Wiss. IV, 6 (Art. Stâckel), Nr. 30. 

Ztt Kap. V. 

Zu pag. 316. Das Moment Grd'\ das wir in Kap. III, § 5 als 
Deviationswiderstand, bei den spâteren Anwendungen als Kreiselwirkung 
bezeicbnen, nennt Herr Koppe „induzierte Kraft^^ in der auf pag. 315 
in der Fufsnote ff) zitierten Arbeit, wo auf die Wicbtigkeit dieses 
Moments zum elementaren Verstândnis der Kreiselerscbeinungen bin- 
gewiesen ist. Koppes Hinweis stebt in voUem Einklang mit unserer 
eigenen Auffassung (vgl. die Überscbrift von § 1, Kap. IX, wo die ffag- 
licbe Formel kurzweg als die wicbtigste der Kreiseltbeorie bezeicbnet 
wird, sowie aile folgenden tecbnischen Anwendungen, bei denen durch- 
gebends diese Formel, bzw. ibre Verallgemeinerung, benutzt wird). In 
einer Besprecbung der ersten beiden Hefte unseres Bucbes (Ztscbr. 
f. d. pbys. U. cbem. Unterricbt, Nov. 1898) und in den Bericbten der 
Berliner matbematiscben GeselLscbaft, 1, 1902 bat Herr Koppe eine 
nocbmalige vereinfacbte Ableitung dieses Moments gegeben, die mit der 
unsrigen wesentlich übereinstimmt und mit der wir also durcbaus ein- 
verstanden sind. 

Zu pag. 337. Von der asymptotiscben Bewegung des „aufrecbten^^ 
Kreisels, die für unser nacbfolgendes Stabilitâtskriterium wesentlich 
wird, ist angegeben, dafs sie bisher eigentümlicher Weise nicbt bemerkt 
zu sein scheint. Demgegenüber ist auf A. G. Greenhill, Applications 
of eUiptic fonctions, London 1892, pag. 243, § 226 E, binzuweisen; 
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Mer wird die Moglichkeit der elementaren Berechnung der betreffenden 
Babnkurve dargetban, dem TJmstande entsprechend, dafs ein sogenannter 
pseudo-elliptischer Fall vorliegt; der gestaltlicbe, asymptotische Charakter 
der Bewegung wird dort aber nicbt nâber diskutiert. 

Zn pag. 341 . Die durch die Formeln (20) dargestellten Bewegungs- 
kurven kônnen, wie Herr Koppe in der zitierten Besprecbung bemerkt, 
nnd wie auch aus den nacb der Metbode der kleinen Scbwingungen 
abgeleiteten Grieicbungen (10), pag. 368, folgt, in den stabilen FaUen 
— 4.4P>0 ebenfalls als Epi- oder Hypocykloiden (nâmlicb als 
Überlagerung zweier nngedâmpfter Zirkularscbwingungen) aufgefafst 
werden. AUerdings nebmen sie nnr dann diese einfacbe Form an, 
wenn man Griieder von der Ordnxing £, die zugleicb die von 1 — u ist, 
neben den Gliedern der Ordnnng Y s, bzw. '[/i—w vernachlâssigt. 
Mit dieser Einscbrânkung kônnen wir also aucb bier der Bemerknng 
von Herrn Koppe beistimmen. Die Gescbwindigkeiten der Prâcession 
und Nutation sind von den bei beliebiger Neigung der Figurenaxe 
eintretenden verscbieden. 


(Man erkennt die Überlagerung, wenn man die in (20) dargestellte Kurve 
durch senkrechte Projektion (die in dem vorliegenden Falle, wo die Kurve ganz 
in der Nâhe des Kordpols verlâuft, mit der stereographischen vom Sûdpol aus 
zusammenfâllt) auf die Horizontalebene abbildet. In der Abbildung wird 

^ == (1 + (1 — ' W ), 

also, da u nahezu gleich 1 ist, bei Yernachlâssigung von Gliedern hôberer Ordnung: 
r* = 2 (1 — — £ sin — 'j • 


Hieraus ist zunàchst ersichtlich, dafs 1 — und e als kleine Grôfsen zweiter 
Ordnung in den linearen Dimensionen aufzufassen sind. Wir schreiben daher die 
zweite Gleicbung von (20) mit TJnterdrückung aller Glieder, die als von zweiter 
Ordnung erkenntlich sind: 


mit den Abkürzungen 


2t/j = 


n+N 

2A 


t + arctg 




îfli = £ — (1— w,)sm — , 

CO 


= y(l — cos — • 

Nun bilden wir: 


wo X und y die Koordinaten der Kreiselspitze in der Horizontalprojektion bedeuten, 
mittels der Identitat: 


e 



+ iw^ 
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•Hier ist 

® ^ =1/ — 2 « (1 — Mj) sin — + (1 _ Sin*— + ((1 — w )* — cos®— 

r Cû W CD 

= 1 / sin- ^ — 2 £ (1 — Wq) sin ^ + (1 — 


, . Tsi r- 

= 1 — U. — £ Sin — = — 

® fil 2 


Also wird 


,n + N 


: 2 e [y(l- s® cos ^ + i (£-(!-«„) sin 


Durch Einfûhrung zunachst des Arguments Ttj^ — in; t/co und Übergang zur Hâlfte 
dieses Arguments lautet die [— ] in dieser Gleichung 


„ T//. — To O . ^{co — 2t) 7t(œ — 2f) 

2 1/(1 — — £- sin — cos — - 

4cd 4cd 


TT (cD — 2t) . g ^ (® — 2 ÿ)' 


4co 

CO — 2t 


4cd 


)] 


Endlich 


o^y'. 


-f- ^ — (1 — Uq) ^COS' 


/ . ®— 2i . CD— 2A* 

= î I yi — -f- s ^ ^ ^ cos TT — — j 


.w 4- iV 


^-/T ' /-/; , — . 2f CD 2i — cd\ 

: 2yte / ]/l — ^ *^4^ yi — ^<^0 ^ ^ - — )• 


Statt dessen kann noch. geschrieben werden: 

it±^+f\t 

!B iy = (_y 1 — Md -p * "l” — mJ— s) e 

. ^ ^ 2 eu/ 

- 1 - (y 1 — Uq-\~ £ — e 

In den stabilen Fallen JV^— 4AP>0 ist nun o nach (17) pag. 339 reell 
und daher durch die obigen Gleichungen die Bahn der Eûreiselspitze in der That 
als Superposition zweier reinperio discher Zirkularschwingungen, d. h. als Epi- oder 
Hypocykloide, dargestellt.) 


Zu § 6. Den Begriff der Stabilisât behandelt eine wicMige Arbeit 
von D. J. Korteweg: Über Stabilitât periodisch ebener Bahnen, 
Sitzungsber. d. Wiener Akad., Mai 1886, die die Verfasser seinerzeit 
leider übersehen hatten. 

Die Korteweg’ sebe Définition der Stabilitât deckt sich mit der 
Routh’schen. Gegen die Définition von Thomson nnd Tait macht 
Korteweg denselben Einwand, der hier pag. 348 Anm. erhoben ist. 
Die Notwendigkeit der Berücksichtigung hôherer Glieder wird ebenfalls 
bei Korteweg stark betont und, was wichtiger ist, diese Glieder 
werden wirklich berücksichtigt und die Entscheidung über Stabilitât 
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Oder McMstabilitât niclit aEein auf Grund der Glieder erster Ordnung 
gefâllt. Aneli der Begriff der praktischen Labilitât (bei tbeoretiscber 
Stabüitât) ist bei Korteweg angedeutet, vgl. § 24 der Arbeit. 

Zu pag. 350 . Wir môchten nicbt den Anscbein erweckea, als ob 
die Entscbeidimg, ob stabil oder labil, stets eindeutig und naturgemâfs 
ausfiele, wenn man unsere Définition akzeptiert. Herr Korteweg 
bat uns auf ein Beispiel aufmerksam gemacbt, bei dem man nacb dem 
geometriscben Anblick der gestôrten Bahnkurven Yon Instabilitât oder 
mindestens Indifferenz sprecben würde, wo aber die analytiscbe Prüfung 
mittels unserer Définition Stabilitat ergibt. Es bandelt sieh um den 
Fall der Centralbewegung eines einzebien Massenpunktes (s. pag. 347) 
fiir w = — 3. Die Anziebungskraft sei dementsprecbend — //r*. Die 
Bewegung des Massenpunktes wird durcb die folgenden beiden Glei- 
cbungen bestimmt, in denen r und ç) Polarkoordinaten mit dem Pôle 
im Anziebungscentrum sind: 

(1) r\' == c, 

(2) rV^ + /^-^Ç = 2/*; 

C ist die Konstante des Flâchensatzes, h die der lebendigen Kraft^ 
wâJirend die Masse des Punktes gleich. 1 genommen ist. Ans (1) und 

(2) ergibt sich 

(3) = + 


Als spezieller Fall kommt die Kreisbewegnng (/ <= 0) vor. Sei a der 
Radius des Kreises, so ist die Centrifugalkraft a(p'^ = Diese 

mufs durcb die Anziebungskraft —fja^ aufgeboben werden. Es mufs 
also und folglicb nacb (3) 7^, = 0 sein. Wir betracbten nun 

Z. B. eine gestorte Bewegung, für welcbe h ebenfalls ISTull (konservative 
Stôrung), aber also etwa = ist. Gl. (3) ergibt dann 

(4) rr = s. 

Durcb Vergleicbung mit (1) scbliefst man 


( 5 ) 


1 dr s 

r dtp c 


oder 




wo die Integrationskonstante C gleicb a genommen werden kann. Die 
Babnen sind also logaritbmiscbe Spiralen, welcbe vom 0 Punkt aus- 
gebend den ursprünglicben Kreis a scbneiden und sicb ins Unendlicbe 
Terlieren. Der Kreis r = a ist bei diesen Babnen durcbaus nicbt aus- 
gezeicbnet. Dies gilt.fûr jeden nocb so kleinen Wert von Sf nur dafs 
bei abnebmendem e die Windungen der Spiralen immer enger werden. 
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Fûr £ == 0 aber folgt r = G, also eine Kreisbabn, und zwar die ur- 
sprüngliche; da wir natürlich auch die Storung der Lage des Punktes 
zu Null abnebmen lassen. 

Der Limes der gestorten Bahn ergibt sicb. so auf analytiscbem 
Wege als identiscb mit der ursprûnglichen (das Gleicbe würde aucb 
für einen beliebigen nicM-konservativen Anstofs gelten). Geometrisch 
wird man aUerdings kaum den einzelnen Kreis als Limes der sicb 
successive verengernden logaritbmiscben Spiralen gelten lassen; nur da 
diese in der Grenze im Ganzen nicbt mebr eine einzelne analjtiscbe 
Kurve darstellen, wird man bei dem analytischen Grenzprozefs auf den 
Kreis gefûbrt. Trotzdem müfsten wir, wenn wir den Wortlant imserer 
Définition analytiscb auffassen, die Kreisbabn r == a als stabil bezeicbnen. 

Anders liegt die Sache im Pâlie m< — 3; bier treten asymptotiscbe 
Babnen auf (Spiralen, deren Windungen vom JSTuUpunkt und vom ün- 
endlicben ausgebend am Kreis r = a sicb unbegrenzt von beiden Seiten 
ber bâufen; im Pall w==3 waren die entsprecbenden Spiralbabnen nicbt 
als asymptotiscbe zu bezeicbnen, da sie in der Grenze nicbt mebr 
analytiscbe Kurven waren und nicbt einen festen Kreis als Limes 
batten). Der Grenzübergang kann für n < — 3 so eingericbtet werden, 
dafs der Limes der gestorten Babn aucb in analytiscber Fassung nicbt 
die ursprünglicbe Babn, sondem eine solcbe asymptotiscbe Babn wird. 

Im Gebiet der Gleicbgewicbtsaufgaben ist der BegrifiP des „indiffe- 
renten Gleicbgewicbts^^ allgemein gelâufig, wâbrend er im Gebiet der 
Bewegungsaufgaben bisber nicbt ûblicb ist. Man wird den obigen Fall der 
Centralbewegung für n ^ — b und âbnbcbe in durcbaus entsprecbender 
Weise aucb als „indifferente Bewegungszustânde^^ bezeicbnen kônnen. 
In der Tbat stimmt er in mebrfacber Hinsicbt mit dem PaU des krâfte- 
freien rubenden Punktes ûberein, wenn man die Bewegung auf ein mit 
gleicbfôrmiger Gescbwindigkeit (p' rotierendes Koordinatensystem beziebt. 

Wenn wir unsere Ausfübrungen in den §§ 6 bis 8 zusammen mit 
dem obigen Beispiel überblicken, so kommen wir zu dem Ergebnis, 
dafs die Mannigfaltigkeit der môglicben Babnen und Bewegungszustânde 
viel zu grofs ist, um in bestimmte Kategorien, wie stabil, labil oder 
aucb indifferent, obne Zwang eingeordnet werden zu kônnen. Jede 
solcbe Définition wird in gewissen Fâllen der natürlicben Auffassung 
widersprecben. Davon woUen wir aucb unser Stabilitâtskriterium in 
§ 6 nicbt ausnebmen. 

Zu pag. 353. Der Ausdruck „praktiscb instabiP^ ist zuerst von 
W. Gibbs, 1876, gebraucbt. Vgl. die deutscbe Ausgabe einiger im 
Original gesondert erscbienener Abbandlungen: Thermo dynamiscbe 
Studien, Leipzig 1892, pag. 94. 
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Zn pag. 376. Bei der Besprechung der besonderen Falle der Be- 
wegung des scbwerea unsymmetriseben Kreisels, die der vollstandigen 
analytiscbeB Bebandlung zugaiiglicb sind^ ist in unsorei IDaistellung der 
Fall der Frau Kowalevski etwas zu kurz gelcomniou (wie Herr 
F. Kdtter in seiner Schrift bervorhebt: Bemerkuugeii zu F. Kleia’s 
und A. Sommerfeld’s Bueb über die Théorie des Kreisels, Berlin 
1899, Mayer & MüHer). Dies lag nicht nur daran, dais wir zu diesem 
Falle keine eigenen Entwicklungen zu geben hatten, sondern auch 
daran, dafs sich hier, wie es seheint, nicht durch eiufaehe geouictrische 
Betrachtungen, wie in den anderen behandelten Fallon, die Durchführ- 
barkeit der Intégration auf Grand der Impulssiltze einaehen liLlat. Die 
ToUstândige Bebandlung des Falles aber würde zu lange analytisehe Aus- 
führungen erfordert haben. 

Von der in der Anmerkung zitierten Arbeit von F. Kotter sei 
noch insbesondere hervorgehoben, dafs der Verfasser, nach lüchtig- 
steUung der Kowalevski’schen Formeln, die ZusanimenHetzung der Be- 
wegung des Kreisels im Kowalevski’schen Fall aus zwei einfachen 
Drehungen erkannt hatr Drehung eines neuen AxenayateiuH mit kon- 
stanter Vertikalkomponente der Drehgeschwindigkeit und Di-ehnng um 
eine Axe des eingeführten Systems. 

Zu pag. 377 f. Auch in neuerer Zeit aiud eine grofse Iteihe von 
Arbeiten über das Integrationsproblem des schweren unaymmetrischen 
Kreisels, wie auch über die Bewegung des unsyinmotrischen Kreisels 
bei veraUgemeinertem Kraftgesetz publiziert worden, in dcncm intégrable 
Sonderfalle behandelt werden. Bezüglich aller dieser Arboiten ver- 
weisen wir auf den erst spâter erscheinenden zusainmenfasacnden Bericht 
von Stâckel: Rotation starrer Kôrper nnd Verwandtes, Encyklopadie 
der math. Wiss. IV, 13. 

Mehr an die Art der FragesteUung, die im § 9 d(!s Ivap. V voran- 
stand, schien eine üntersuchung von Schiff (Moskau, math. Sammlung, 
Bd. 24, 1903) anzuschliefsen, die nach allen den Bewegungen fragt, bei 
denen der Impulsvektor konstante Liinge behillt. Imlessen bat sich 
dessen Meinung, dafs solche Bewegungen von grofaer Allgemeinheit 
existieren, als irrig erwiesen; wie Stâckel gezeigt bat (Die redu- 
zierten Differentialgleichungen der Bewegung des schweren unsym- 
metrischen Kreisels, Math. Annalen 67, pag. 399, 1909), führt die 
genannte Fragestellung nur zu den Staude’schon permanenten 
Drehungen, bei denen nicht nur die Lange des Impulsvektors, sondern 
auch seine Lage relativ zum Kôrper erhalten bleibt. Es bleiben also 
diese permanenten Drehungen die einzigen bekannten Bewegungen des 
aUgemeinen schweren, unsymmetrischen Kreisels. 
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Andererseits ist aber die Frage nacli den Fâllen von spezieller 
Massenverteilungj die ein drittes algebraisches Intégral zulassen, neben den 
beiden, die die Konstanz der Energie nnd die Konstanz der Lnpulskoni- 
ponente für die Vertikale ausdrücken, weiter gefôrdert worden. Wâbrend 
die XJntersncbungen von R. Liouville (vgL pag. 377) nock nickt voU- 
st'ândig waren; kat E, Hnsson (Annales de Toulouse 2® série, VIÏÏ, 
1906: Reckerches des intégrales algébriques . . . und Acta niatk. XXXI, 
1908: Sur un tkéorem de M. Poincaré . . ,) bewiesen, dafs aufser den 
bereits bekannten FâUen kein weiterer mekr existiert, in dem ein 
drittes Intégral môglick ist. Es bleiben also in der Tkat der Euler'scke 
Fall (Schwerpunkt im Aufkângepunkt), der Lagrange’scke FaH (sym- 
metriscker Kreisel) und der von Frau Kowalevski die einzigen, die der 
voUstàndigen Bekandlung bisker zugânglick sind. Wâkrend der Beweis 
von Husson transcendente Metkoden benutzt, âknlick denen, die 
von Poincaré zur Himmelsmeckanik entwickelt sind, kat neuerdings 
P. Burgatti einen elementaren Beweis des Tkeorems gegeben, unter 
blofser Verwendung algebraiscker Mittel (Dimostrazione deUa non 
esistenza d’integrali algebrici . . ., Rend, del circolo matem. di Palermo, 
t. XXIX, 1910). Die beiden Beweise ûbrigens stûtzen sick auf einen 
sckon von Poincaré aufgestellten Satz (Les nouvelles rûétkodes de la 
mécanique céleste, t. I), dafs, ausgenommen im Fall des krâffcefreien 
Kreisels, die Grleickkeit zweier Hauptrâgkeitsmomente Vorbedingung 
für die Existenz des dritten algebraiscken Intégrais ist. 

Da also keine Aussickt ist, durch die Intégration weiterer Sondez*- 
fâlle tiefer in das unbekannte Gebiet der Bewegungen des sckweren 
unsymmetriscken Kreisels vorzudringen, wird um so mekr der Versuck 
qualitativer Diskussionen am Platze sein, der pag. 391 empfoklen war. 
Die in dieser Ricktung bisker vorliegenden Ansâtze besckrânken sick 
auf die Bekandlung kleiner Sckwingungen, die sick, durck Stôrungen 
erregt, bekannten Bewegungen überlagem. Die kleinen Sckwingungen 
eines unsymmetriscken Kôrpers um seine Gleickgewicktslage (bei vertikal 
nack unten gerickteter Sckwerpunktsaxe), die sick bei Besckrânkung 
auf die Glieder erster Ordnung natürlick okne sonderlicke Sckwierig- 
keit bekandeln lassen, untersuckt M. Lecornu (Sur les petits mouve- 
ments d’un corps pesant, Bull, de la Soc. matk. de France, 30, 1902). 
Wir erwaknen die XJntersuckung, da der Verfasser (unabkângig von 
der Staude’scken Arbeit) ebenfalls zur Aufstellung der Bedingung 
für die permanenten aufreckten Drekungen gelangt, und zwar in 
folgender abweickenden Fassung: Permanente Rotationsaxen kônnen 
die durck den Stützpunkt gezogenen Axen sein, die die Eigen- 
sckaft kaben, für irgend einen ikrer Punkte Hauptaxe zu sein. Die 
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Identitât dieser Bedingung mit der Staude^schen lâfst sicli leicht 
nachweisen. 

Eewegungen eines naliezu sÿmmetrisclien Kreisels behandelt 
M. Winkelmann (Zur Théorie des Maxweirschen Kreisels, Diss. 
Gottingen 1904) durch Aufstellung der ^,Stôriingen erster Ordiiung^' (in 
der Ansdrucksweise der Astronomie), wobei die Bewegung des sym- 
metrischen Kreisels als nngestôrte zu Grunde gelegt wird, allerdings 
ohne bis zur Pehlerabschâtzung oder TJntersuchung der Gültigkeits- 
dauer der aufgestellten Gleichungen vorzudringen. Wir woUen endlich 
noch auf die in Richtung der numerischen Durchführung weitergehende 
Behandlung der Kreiselprobleme in der astronomischen Litteratur hin* 
weisen, in der sich auch einzelne Ansâtze zur nâlierungsweisen Behand- 
lung des schweren unsymmetrischen Kreisels finden (z. B. Charlier, 
Eine neue Méthode zur Behandlung des Rotationsproblems, Arkiv for 
Matematik, Kopenhagen, IV, 1908). 

Zu pag. 379. La der Fragestellung, die wir beim Hefs’schen Fall 
voranstellten, nâmlich unter welchen Bedingungen es moglich ist, dafs 
der Impulsvektor dauernd senkrecht zum Schwerpunktsvektor steht, 
sind, wie Herr Stâckel bemerkt (Math. Annalen 67, pag. 423), die 
einfachen Pendelungen von Kôrpern mit passend gewahlter Massen- 
verteilung enthalten, die Mlodzjejewskij (vgl. Fufsnote pag. 378) 
erwàhnt hat. Unter Pendelung ist hier der Fall zu verstehen, in dem 
der Kôrper gerade wie ein physikalisches Pendel uin eine horizontale 
Axe schwingt, wâhrend aber nur ein Punkt dieser Axe unterstützt ist. 
Ans Symmetriegrûnden ist ersichtlich, dafs diese Bewegung immer dann 
eintritt, wenn der Schwerpunkt in einer Hauptebene des Kôrpers liegt 
und dem Kôrper zu Anfang eine Drehung nur um die dazii senkrechte, 
horizontal zu legende Hauptaxe erteilt wird. Die Bewegung fordert 
also eine Bedingung für die Massenverteilung (Schwerpunkt in einer 
Hauptebene), drei für die Konstanten der Bewegung. Der Impulsvektor 
faEt hier dauernd in die auf dem Schwerpunktsvektor senkrechte 
Hauptaxe, hat aber veranderliche Lange, wâhrend er bei den Staude’schen 
permanenten Drehungen auch in eine feste Axe des Kôrpers fâUt und 
konstante Lange behâlt. Bei der Ableitung der Hefs’schen Bedingungen 
war dieser FaE ausgeschlossen, da dort angenommen wurde, dafs der 
Impulsvektor wâhrend der Bewegung einen beliebigen Strahl der (im 
Kôrper festen) ISTormalebene zum Schwerpunktsvektor wirklich bestreicht, 
wâhrend er hier in einer ausgezeichneten Geraden dieser Ebene dauernd 
verharrt. 
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Zu Kap. Tl. 

Zu pag. 429. Die mathematische Seite der Théorie des sym- 
metrischen Kreisels, vom Standpunkt der Théorie der eUiptischen Funk- 
tionen aus, hat Greenhill weiter verfolgt, durch Untersuehung ins- 
hesondere solcher Pâlie, in denen die durch •9'-Quotienten dargestehten 
Kreiselkurven (Bahnkurven der Kreiselspitze, bzw. Herpolhodie oder 
Impulskurven) algebraische Kurven werden (z. B. Annals of mathematies, 
6, 1904). 

Zu pag. 472. Herr F. Kotter hemerkt in der pag. 950 zitierten 
Schrift, dafs die Formeln (40), die die neun Richtungskosinus bei der 
Bewegnng des krâftefreien unsymmetrischen Kreisels durch ■d’-Quotienten 
darstellen, Versehen enthalten. Es mufs in der zweiten Gleichung des 
Systems vor den Bruch der Faktor — i statt i treten, aufserdem sind 
die flir c und c' angegebenen Formeln zu vertauschen, also zu setzen: 

— im' -j- ia)^ ’ 

^ d' (is — icû' ^ cd) '9’ (i ta) 

XJm das so korrigierte System gegen die Jacobi’schen Formeln (ygL 
Anm, auf pag. 473) zu orientieren, stellen wir folgende Tabelle zu- 
isammen : 

Bezeiclmung von Jacobi: 

H(<) 

K, K' 

a 

a + 

y + iy 

tf ntt ^ n 

a , ^ , y 

Eine formai einfachere Gestalt haben die Jacobi’scben Formeln 
noch durcb. die Benutzung der B^unktionszeicben 0^ und Gj^, die 
mit H in den bekannten Beziebungen steben: 

0(]5) = — ie ^ + 

H^(^) =. H(^ + C3)y 01 (^) = 0(^ + 03). 

Klein-Somaaerfeld, Kroiselbo wegung. 
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Zu pag. 486. Der hier beginnende zweite Beweis des Jacobi’scbeir 
Theorems ist schon früber von F. Caspary gegeben worden. Vgl. 
Darboux Bulletin (2) 13, 1889: Sur les expressions des angles d’Euler, 
de leurs fonctions trigonométriques et des neuf coefficients d’une sub- 
stitution orthogonale au moyen des fonctions thêta. (Siehe aucli unten 
zu pag. 511.) 

Zu pag. 490. Zu der hier vertretenen Ansicht von dem kine- 
matischen Charakter des Jacobi’schen Theorems vgl. die gegensatzliche- 
Auffassung von Herrn F. Kôtter in der mehrfach zitierten Schrift. 

Zu pag. 505. Es ist zu beachten, dafs q hier in anderer Be- 
deutung gebraucht ist als auf pag. 503 und 506 unten und den 
folgenden Seiten. 

Zu pag. 511. Da die Weierstrafs’schen Vorlesungen (1879) nicht. 
verôffentlicht wurden, tritt in de]- Litteratur die Anwendung der Para- 
meter fô, jd, y, â auf die analytische Behandlung des Kreiselproblems 
wohl zuerst bei F. Caspary auf, sowohl fûr den Fall des krilftefreien, 
wie für den des schweren Kugelkreisels. Caspary wird auf analytischem 
Wege dazu gefiihrt, gewisse Theta-Quotienten zu betx-achton, die unseren 
cc, y, â entsprechen und sie bilinear so zusammensetzen, dais die- 
entstehenden Ausdrücke die Euler’schen Grieichungen für die Kichtungs- 
kosinus und Rotationskomponenten und die Orthogonalitatsbedingungen 
der ersteren identisch befriedigen. Aufser der zu pag. 48(5 zitierten: 
Arbeit sind noch zu nennen: Comptes Rendus, 107 (1888), pag. 859, 
901, 937; 112 (1891), pag. 1120; vgl. auch E. Jahnke, ibid. 126 (1898), 
pag. 1126. Wegen der Beziehung der Parameter a, /l, y, â zu der auf’ 
der Kugelflâche ausgebreiteten komplexen Variabeln, die bereits Gaufs 
bekannt war (vgl. pag. 512), von Riemann neu gefunden wurde (ygl. 
pag. 30), von Schwarz 1872 in der Théorie der hypergeonaetrischen 
Funktionen (Crelles Journal 75) und von Klein von 1872 an zuersi 
bei den Ikosaëder-Substitutionen verwendet wurde (vgl. pag. 30), sind 
die erforderlichen Nachweise an den angegebenen Stellen im Texte 
selbst nachzulesen. Von hier ans gelangte Klein dazu, die Parameter 
auch auf die Kreiseltheorie anzuwenden (vgl. Gottinger Nachrichten 
1896, pag. 3 und die auf pag. 518 zitierten Princeton Lectures, wo sie 
auch für die Théorie des auf der Horizontalebene spielenden Kreisels 
Anwendung finden und unter Heranziehung der Théorie der automorphen 
Funktionen, worauf wir in unserer Darstellung nicht eingehen konnten,. 
zu einfachen Resultaten führen). 


Ziisilize und Ergânzuiigeti. 
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Zu Kap. Vn. 

Zu pag. 537. Wegen der Geschidite der Reibungsgesetze vgl. 
weitere Angaben, insbesoudere über die ’âltere Litteratur bei P. Stâckel 
Encykl. d. math. Wiss. IV, 6, Nr. 6. ^ 

Zu Kap. TIII. 

Zu § 9. Die FoucaulPsche Idee des Nachweises und der Messnng der 
Erdrotation durch Kreiselversnche, die in dem Anschûtz’schen Kreisel- 
kompafs ihre vollendetste Ausführung gefnnden bat, hat auch schon 
Pôppl bis zur qnantitativen Messnng yerfolgt (Sitznngsber. d. Akad. 
d; Wiss. München, Bd. XXXIV, 1904, pag. 5 n. Phys. Ztschr. 5, 1904), 
wahrend die nrsprünglichen Poucault’schen Versuche und die spâteren 
von Gilbert von diesem Ziel noch weit entfemt blieben und die 
ersteren wohl noch nicht einmal qualitativ gesicherte Resultate er- 
gaben. Die Anordnnng des Pôpprschen Versuches war der Anschûtz’- 
schen nahe verwandt, nur wurde hier durch Aufhângung an drei 
Drahten die horizontale Gleichgewichtslage des rotationslosen Kreisels 
ei-reicht, die bei Anschütz durch ein Übergewicht erzielt wird. Der 
Kreisel wird wie der Kompafskreisel eine Richtkraft nach Norden 
Wc? cos (p sin (vgl. pag. 857) erfahren, die ihn von seiner ursprûng- 
lichen Gleichgewichtslage abdrangt, wahrend er durch das trifilare. 
Moment und die Torsionselastizitât der Aufhângedrâhte in diese zurück- 
strebt. Am günstigsten wird hier die ursprüngliche Ost-Westlage der 
Kreiselaxe sein {'iIj = 90®), er steUt sich dann in eine von f = 90® mefsbar 
versclîiedene Lage ein, in der gerade die Richtkraft dem von der Hângung 
herrührenden Moment um die Vertikale das Gleiehgewicht hait, so 
dafs bei bekanntem Impuls und ermitteltem Moment die Rotations- 
geschwindigkeit œ der Erde bestimmt werdeii kann. Wie beim An- 
schütz’schen Kreisel ist es wesentlich, dafs drei Ereiheitsgrade, hier 
wegen der JSTachgiebigkeit der Aufhângedrâhte, vorhanden sind, und 
dafs auch hier die dadurch bedingte „effektive Trâgheit^^ (vgl. pag. 857) 
die Schwingungsdauer verlângert; andererseits ist natûrlich auch der 
elektromagnetische Antrieb von groBter Bedeutung, der erst die ge- 
nügend lange Beobachtungszeit ermôglicht. Die Versuche wurden so 
angeordnet, dafs sich Ausschlâge von etwa 5® bis 8® ergaben, bei einer 
Schwingungsdauer von 6 Min. bis 8 Min. 
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pag. 13, Anm.: Statt 18‘‘ lies 16“. 
pag. 14, Anm.: Statt ,,1857“. 

pag, 18: Fig. 3 i^t leider perspektiviscli müsraten. 

pag. 50, Anm. **): Die hier citierte Arbeit Poinsot’s ist aiich orschienen in 
Liouvilles Journal ser. 1, t. 18 (1853), p. 41. 

pag. 101, Z. 1 V. n.: Statt „die L*ânge“ lies „das Quarlrat der Lilnge“. 
pag. 113, Anm. **): Statt ,,1854“ lies ,,1866, erscbiencn 1868“. 
pag. 139, Z. 7 V. U,: Statt „gegen das feste imd gegen das bcwegliche“ lies 
„gegen das bewegliclie und gegen das fe8te“, 

pag. 142, Z. 16 V. n.: Statt ,,1854“ lies ,,1856“. 

pag. 359, Z. 11 V. U. : Nacb „sâmtlicben“ scbalte ein „nicht oliminierten“. 
pag, 378, Mitte: Im Stande’sclien Fali ist der Grad der Partikulariaation um 
1 bôber als in den anderen hier behandelten Falîen; es aind namlich die 4 Forde- 
rungen zu stellen, dafi zn Beginn der Bewegung eine Erzeugendo des Staude’schen 
Kegels vertikal stehen soll, nnd dafi der Rotationsvektor in die Vortikale filllt und 
eine festbestimmte Lange bat. 

lies „H(Q“. 

pag. 429, Anm. *): Vor Jacobi bat scbon Riieb in der pag. 473 citierten Arbeit 
den scbweren symmetriscben Kxeisel mit elliptischen Funktionon behandelt. 

pag. 445, Z. 11 V. U. : Statt » I * K ^ lies » M I ^ • 


pag. 483, Z. 8 V. O.: Statt „des Impulse8“ lies „der Eotation“. 
pag. 489, Anm. *) : Der JacobiAcbe Satz wurdo scbon von Jacobi selbst ohne 
Eeweis in den Monatsbericbten der Berliner Akademie, 1850, verdffentlicbt. 
pag. 617, Anm. *): Statt ,,434“ lies „418, erste Ausgabe“, 


pag. 615, Z. 9 V. O.: Statt 


N, 


l"u« ““(J)'.) 

J „6 cos I A j 


„5cos I AL 

pag. 629, Z. 12 v. u.: Statt < F“ lies 

pag. 728, Z. 17 V. u.: Statt „(0 — A.)co^“ lies — A) co 
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gyroskop 753. 

Gyroskopiscber(künstlicher)Horizont 919 . 

Gyroskopische Glieder 367, 771, 801, ihre 
konservative Natur 809. 

Gyrostat 771. 

Haupttragheitsaxen 100, permanente 
Drehung beim kraftefreien Kreisel 128. 

Haup trâghei tsmo ment e, B es chrankungen 
für diese 100. 

Herpolhodie 13, Ausdruck durch cc, 
y, d 44; beim kraftefreien Kreisel, 
eben 124, beim symmetrische Kreisel,. 
sphârisch 235, Berechnung durch ellip- 
tische Funktionen beim symm. Kreisel 
437, bei Poinsotbewegung 474, 482. 

Hefs’scher FaU (beim schweren unsym- 
metrischen Kreisel) 3791, Yeigleich 
mit Pendel 382, Intégration 3831 

Horizont, gyroskopischer 919. 

Howelltorpedo, s. Torpédo. 

Hyperelliptische Intégrale 518, nàhe- 
rungsweise ümkehr im ReeUen 5201 

Ikosaëder 30. 

Lnpulsvektor 72 f; Impulsschraube heim 
starren Korper 93 761; Impulskom- 
ponenten für generalisierte Koordi- 
naten 77, 781, für Rotation 95, 107, 
109; kinetische Impulsgesetze (New- 
ton’sche Gesetze) 74, 77, 1101, 762, 
Euler’ sche Gleichungen als Ausdruck 
für Impulsgesetze 142 ; Impulskon- 
stanten beim symmetrischen Kreisel 
200, beim unsymmetrischen 375; Im- 
pulskurve 123, 130, beim symmetrischen 
Kreisel 216, 217, in elliptischen Funk- 
tionen 438; verschiedene Kreisel mit 
gleicher Impulskurve 232. 

Inneres (skalares) Produkt 61. 

Intégrable Falle der Bewegung des un- 
symmetrischen Kreisels, s. diesen. 

Inverse Orthogonaltransformation 30, 31. 

Jacobi’sche Funktionen 418, Jacobi’sche- 
Formeln bei Poinsotbewegung 472, 
Jacobi’sches Tbeorem über konjugierte 
Bewegnngen 488. 
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Kinenaatik 7. 

Kineinatiscli© Euler’ sche Gleichuugen, 
s. Eulersche. 

Kinetik 7, 69 f. 

•Kleine Schwingungen 364, Stabilitats- 
kriterium hieraus abgeleitet, Kritik 
371 f.; um die aufrecbte Kreisel- 

• bewegung, Eeblerabscb'âtzung 327f,, 
365. 

Knotenlinie 17, astronomiscbe Bedeutung 
634, 643. 

Komplexe Ebene 393. 

Eonforme Abbildung 408. 

.Eompafs, s. Kreiselkompafs. 

Koiiiscbe Pendelung 932, s, Ballistik. 

Konjugierte Poinsotbewegungen 476 f., 

.. Konstanteu der konjugierten Bewegung 
478, Eelativbewegung der konjugierten 
Bewegungen 484, Identitat mit Be- 
wegung des scbweren Kugelkreisels 
(Jacobi’scher Satz) 485, binarer Be- 
weis (durcb a, (3, y, â) 486, Jacobi’s 
Beweis 488. 

Eonservative Stôrung 347. 

Eonseryatives System 809, 

Eontragredientes Verbalten der Eraft- 
und Geschwindigkeitskoordinaten bei 

* Transformation 79, 93. 

Eoordinaten des Kreisels, unabbangige, 

s. Orthogonaltransformation und Para- 
meter. 

Kowaleyski’schei Eall der Ereisel- 
bewegung 376. 

Eraftbegriff 69, Erâft als Vektor 71, 

( Zusammensetzung der Erafte 81, 
Ableitung durcb Addition der Ar- 
beiten 89. 

Eràftefreier symmetriscber Ereisel, seine 
allgemeine Bewegung regulare Pro- 
cession 125, Bedingung fCir aufrecbte 

‘ Pracessionsaxe 153; Einflufs des Luft- 
widerstands, ünterscbeidung C 
588, 590. 

Eràftefreier unsymmetriscber Ereisel, 
s. Poinsotbewegung. 

Eraftepaar 82. 

Eraftscbraube 85. 

Ereisel, Définition 1. 

Ereiselkompafs von Anscbûtz, allgemeine 
Théorie 847 f., Ereiselwirkungen 854, 
Scbwingungsgleicbung, effektive Trâg- 
beit und Ricbtkraft 855 f.; Einflufs 
von Scbiffsbewegungen und -bescbleu- 
nigungen 851 f., 858, Scbwingungs- 


dauer 853, 857, Ausführung, Dampfung 
861. 

Ereiselspitzo 198. 

Ereiselwirkung (Deviationswiderstand) 
173, 311, 763, boi scbiefen Axen 764, 
strenger Ausdruck 764, ibre Ricbtung 
s. Parallelismus, Ableitung aus La- 
grange’scben Gleicbungen 770; Schéma 
der Stabilierung durcb K. 768; K. 
bei speziellen Systemen, s. diese, 

Eritiscbe ümlaufszahl dor Lavalwelle 
895, 898, als Eesonanzpbanomen 889, 
899. 

Eugelfunktionen 692. 

Eugelkreisel, kinetische Analogie zum 
Massenpunkt 134, reziproke Bewegung 
wieder Kreiselbewegung 236; E. als 
Reprasentant für beliebigen sym- 
metriscben Ereisel 234, Intégration 
beim scbweren K. 238. 

Lagrange-Diricblet’scbesStabilitîltskrite- 
rium 355. 

Lagrange’scbe Gleicbungen erster Art 
157; zweiter Art 81, für den symm. 
Ereisel 156, 220; gemischtor Art 168, 
in a, (3, y, â 493, in A, 13, O, I) 494, 508, 
Analogie zum 4-dimün8ionalen Pendel 
495 f., s. auch gonoralisicrte Koordi- 
naten; Ereiselwirkung ans L. Gl. ab- 
geleitet 770. 

Lamé’scbeGleicbungcn, Intégration durcb 
ell. Eunkt. /.w citer Art 601 f., a, |5, 
y, d als kanonischo LciBungon Lamé- 
scber Gleicbungen 499, 508. 

Langsame Bewegungen (Méthode der 
quasistationilron Bewegungen) 594. 

Lavalturbine 884, Lavalwelbi BB5, Sclbst- 
einstollung und kritische Umlaufazabl 
886 f., 897 f., als Resouanzphllnomen 
889, 890; Ereiselwirkungen bei der 
freisebwebendon Welle 893. 

Lebendige Kraft 5^=» Arbeit des Impulses 
76, 95, Gescbwindigkeitskomponenton 
und Impulskomponenten als ibre par- 
tiellen Ableitungen 76, 78 f. 

Luftsebiffe, stôrende Ereiselwirkungen, 
Stabilierung 921. 

Luftwiderstand, Einflufs auf den krilfte- 
freien Ereisel 588, 590, auf scbweren 
symm. Ereisel 592 f.; Newton’scbos 

• Reibungsgesetz 925, L. bei bowegten 
Kôrpern als Summ© der Einzcldruck© 
929, s. Ballistik. 
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Mac Laurin’sclies Ellipsoid 689, Clai- 
raufsche Formel 691. 

Massen transporte, s. Polsctiwankungen. 

Maxweirscher Kreisel 14. 

Metacentrische Hohe 798. 

Minimalkegel, Parameterdarstellung 23, 
Transformation in sich 24. 

Momentané Gescliwindigkeitsânderung 
(Impnls) 72. 

Mondanziehnng, ihr sâknlares Moment 
auf das Erdspliü,roid 640, 656, Beitrag 
znr Erdpr'âcession 642. 

Mondknotenbewegung, durch Sonnen- 
anzielinng 643 f., ümlaufazeit 646, Ein- 
finis der Erdanzielmng 6461, perio- 
discker Einfints auf Erdbewegung 
(Nutation) 6541, 659. 

Mondmasse, Bestimmung aus der Pra- 
cessionsdauer der Eîrde 663. 

Newton's lex prima 74, lex socunda 74, 
762. 

Nicht holonome Système 867, 906. 

Numeriscbe Bereclinung 259, elliptischer 
Intégrale 2601, elliptischer Funktionen 
4401 

Numeriscbe Excontrizitht 600. 

Nutation (astronomie che = erzwungene 
der Erde) 649 1, ihre Entstehung durch 
Mondknotenbewegung 654, 6691, ihre 
Verwertung zur Bestimmung der 
Elliptizitilt der Erde 663. 

Nutation, freie, s. pseudoregulare Prâ- 
cession, Polschwankungen. 

•Orthogonale Transformation 16, unab- 
hUngigc Parameter (Euler’sche un- 
symmetrisohe Winkel) 17, durch li- 
neare Transformation einer komplexen 
Variabeln dargestellt 231, Bihàrpara- 
nieter a, §, y, â 21, 38, Quaternionen- 
parameter Jt, Ji, O, I) 21, 38, orth. 
Transi durch Quaternionenmultiplika- 
tion dargestellt 631; inverse Ortho- 
gonaltransformation 30, 31, s. Para- 
meter, Quatemionen. 

Parallelismus der Drehaxen, Tendenz 
zum gleichainnigen 733, 763; Eichtung 
des Beviationswiderstandes 173. 

Parameter a, y, d dor Drehung 211, 
ihre projektive Bedeutung 241, 28, 
funktionentheoretische Bedeutung 29, 
Bestimmung der Drehaxe 331, Pol- 
hôdie 43, Herpolhodie 44, Euler’sche 


kinematische Gleichungen 43, 151; 
symmetrischer Kreisel: elliptische 
Normalintegrale dritter Gattung ffir 
Ig a . . . 231, 403, 405; P. als ellip- 
tische Funktionen zweiter Art ersten 
Grades 415, 4201, 426, 428, Lagrange- 
sche Gleichungen fur a, y, 8 493, 
4991, 508, s. diese; Poinsotbewegung: 
P. als -fi-Quotienten 463, 464, 468. 

Pendel 202, spharisches 209, Hefs’scher 
Fall als Erweiterung 3821, im vier- 
dimensionalen Eaum, Analogie zum 
Kugelkreisel 4941 

Periodizitat 2241, 517, s. auch ellip- 
tische Funktionen. 

Periodische Stôrungen 306, Ausdehnung 
der Gaufs’schen Méthode 650. 

Permanente Eotation, des krâftefreien 
Kreisels 128, 129, 132, des schweren 
symmetrischen Kreisels um die Yerti- 
kale 3161, Stahilitàtsverhâltnisse bei 
starkem und schwachem Kreisel 3181, 
325, als asymptotischeBewegung 3341, 
336, kleine Schwingungen 3271, 3651; 
des schweren unsymmetrischenKreisels 
(Staude’sche Drehung) 3871 

Poinsotbewegung (kràftefreier Kreisel), 
kinematische Darstellung 121, Impuls- 
kurve, Polhodie 124,1301, Herpolhodie 
ebene Kurve 124, permanente Eota- 
tion 1281, Intégration der Euler’schen 
Gleichungen 149; 4551, a, /3, y, 8 als 
«fi-Quotienten 4611, 464, 468, trans- 
szendente Konstanten 458, 462, 466, 
Bahnkurven der Hauptaxen 469, Ja- 
cobi’sche Formeln (fur Richtungs- 
kosinus) 4701, 472, Herpolhodie 474, 
482; konjugierte Poinsotbewegung, s. 
diese. 

Poinsot’sche Konstruktion des Impnls- 
vektors 101 1, beim symmetrischen 
Ekeisel 106. 

Polhodie 13, aus den a, |3, y, 8 be- 
xechnet 43, bei Poinsotbewegung 124; 
ebene Kurve beim symmetrischen 
Kreissl 217; durch elliptische Funk- 
tionen dargestellt 436. 

Polschwankungen, Beobachtungen 673, 
678, 682, als freie Nutationen 599, 
664, 665, 667, Euler’sche Période 668, 
Chandler’sche Période, Erklârung durch 
Elastizitât der Erde 6881, 700, De- 
formation der Erdoberflache 704;^ er- 
zwungene P. von jâhrlicher Période 
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189, 707, 709, 711, 716; cyklisclie 
Massentranspoxte 715, meteorologisclie 
Massentransporte 714, 722, dllmpfende 
Wirkung der Flutreibung 725 f., 727; 
râumliche Bewegung der Rotations- 
axe 667. 

Populàre Kreiselliteratnr 307 f. 

Potentielle Energie 117. 

Pràcession, astronomische (der Erde), 
kinematisch. 60, 634; kinetiscli, An- 
wendnng der Gaufs’sclien Metbode 
für Sàknlarstôrnngen 636 f., An- 
ziebnngspotential des Erdsplaâroids 
637, sâknlares Moment von Sonne 
nnd Mond auf die Erde 640, 656, 
Verbâltnis beider 642, Pracessions- 
gescbwindigkeit 641, Bestimmung der 
EUiptizifât der Erde nnd der Mond- 
masse 663; Rnckgang derMondknoten 
als Pràcession 643 f., 646 f. 

Pràcession, pseudoregulâre 209, Beob- 
acbtnng 291, qualitative Erklàrung 
2941; analytiscbe Nâberungsdar- 
fitellung 276, 283 f., 300 f., Pràcessions- 
gescbwindigkeit 287, 302, Cbarakter 
der Nutationen 276, 287, 306, bei 
kleinem Pràcessionskreis 338 f., 341; 
des Spielkreisels 519 f., 526; bei elas- 
tischer ünterlage 613; koniscbe Pen- 
delung rotierender Langgescbosse 932. 

Pràcession, regulàre, Kinematik der- 
selben 47, progressive nnd rétrogradé 
48, weitere ünterteilung 52, 63, gleich- 
fôrmig bescblennigte Pràcession, als 
osknlierende beliebiger Bewegnngen 
64, 55, 171; regulàre Pràcession als 
allgemeine Bewegung des kràftefreien, 
synametriscben Kreisels 125, 163, 604, 
Einflnfs der Elastizitàt 605 f.; beim 
schweren symmetriscben Kreisel: De- 
viationswiderstand 175, Bedingnngs- 
gleicbung 177, 252, 279, langsame 
nnd scbnelle 178, Stabilitàt 288 f., als 
singulàre Lôsung 281. 

Praktiscbe Stabilitàt 325. 

Prinzip der virtnellen Yerrncknngen 91, 
von D’Alembert 167. 

Pseudoregulâre Pràcession, s. Pràcession. 

Punktmecbanik, ihre Verwendung in der 
Kreiseltbeorie 315, im mebrdimensio- 
nalen Raum 509. 

Qualitative Metboden der Mecbanik 
375 f.; qualitative Diskussionen beim 


symmetriscben Kreisel 197 f., 248 f., 
294 f., derReibungseinfiüsaeôGOf., 619 f. 

Quantitàt der Bo-wegung (Impuls) 74, 762. 

Quaternion 21, als Drebstreckung 66, 
komplexe Darstellung, Tensor, vek- 
torieller und skalaror Teil 58, Vek- 
toren als Wendestreckungen 59; Zu- 
sammensetzung 67, = Multiplikation 
60, orthogonale Transformation durcb 
Multiplikation von Quatornionen 62 f.,, 
Bedeutung der Quaternionentbeorie 
65 f., Hamilton’scbe Bezeiclmungen 
58, 66, s. aucb Lagrange’scbe Glei- 
cbungen. 

Raddampfer, Rolle der Kreiselwirkungen 
914. 

Reaktionskraft des Unterstützungs- 
punktes 86, 649. 

Regulàre Pràcession, s. Prilcession. 

Reibung 532 f., f es ter KOrimr, Goiüomb- 
sche Reibungagesctzc 537, Reibungs- 
koefüzienten 538, rollondo E. 543, 
bobrendeR. 645; experimentelleUnter- 
Bucbungcn, Galton’sche Geaetzo 538, 
540; R.eibungsa.rbcit bei koruponiorten 
Bewegnngen 576, Ixdin Kreisel 547 f., 
583; Aufirichten cler Figurenaxo 553 f., 
analytiscb 558 f.; bobrend(‘, R. beim 
Kreisel 566; R. beirn Spiclkreisel 619 f., 
628, 630, KinflulH der Kreîsolspitze 
632, boi dcn Foucault’schon Versuclien 
748 f., 751 f.; PlüHsigkeitsreibung 536, 
Scbmiermitt(dr(‘ibung 54 fî, Newton- 
scher EoibungswiderHtand de.r Luft 
925, s. aucb Luftwiderstand, Ballistik. 

Relativbüwegung (zur Erde) 184, 737 f. 
847 f. 

Riemann’scbe Flàcha 394 f., 467. 

Rotationsaxe, liotationBvektor 11, 13, 
durcb A, 7/, C/, I> und y, 5' be- 
stimmt 33f., Nebcnaxen 33. 

RotationskoinpDiKïnten , Kuler’s aym- 
metriscbe 46, 60, als nicht bolonome R. 
46, 159; EuleFs unHymmetrischo als 
bolonome R. 46; Zunamnienhang mit 
Impulskompononteti 95, 9B, 101 ; s. aucb 
orthogonale .Transformation. 

Rotationssyinmetrie, geometrische und 
mecbanische 105. 

Sàkulare Bewegung 306, Sllkularsidrung, 
Gaufs’scbe Méthode 634, sàkulares 
Moment von Sonne und Mond auf die 
Erde 640, 666. 
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.Schiffskreisel (Schlick’scher) 795; freie 
Schwingungen, Koppelung durcli 
Kreiselwirkungen 799f., Haupt- nnd 
Nebenschwingung 801 f., Disaipations- 
funktion 801; nrihere Diskussion 817 f., 
günstiges Mafs ftlr Kreiselimpuls, 
Bremse und Frequenzverhaltnis 824, 
820, 831, 835; Einüura auf erz'wnngene 
Schwingungeii 805 f., 811 f.; Versucbs- 
ergebnisse 837, 839, Koppelung mit 
Stampfschwingungen , Skutscb’scber 
Doppelkreisel 842 f., Materialbean- 
spruchung 844; Bessenierkreisel 794. 

Schleifen der Bahnkurven 212, 257, 268. 

Scbmiermittolreibung 540. 

Schrauben, Bewegungsscliraube 9, 47, 
Kraftschraube 85, Stolsachraube 88, 
Moment zweier Schrauben aufeinander 
103. 

Schwacher Kreieel, im Gegensatz zum 
starken 249, 257. Bedingung fûr 

Prilcession 251, Labilitat cler auf- 
rechten Bewegung 321 f., asymptotische 
Bahn 334 f. 

Schwebebahn, Rolie vonKreiselwirkungen 
901. 

Schwerpunktsaatz 112, s. auch Impuls- 
siltze. 

Seitenabweiohung rotierender Lang- 
geschosae 933, 934. 

Skalarea Prodxikt (inneres Produkt) 61. 

Spielkreisel (auf der Horizontalebene 
spielend) 612 f., Intégration 512 f.^ 
Periodizitllt 618, n'âherungsweiae XJm- 
kehr der hyperelliptischen Intégrale 
620 f. ; pseudoregulüre Frâcession 519 f., 
526; S. mit Eoibung 619, Aufzeich- 
nung der Bahn 020 f., Schwerpunkts- 
bewegung 627, Aufrichten oder Senken 
der Figurenaxe 628 f., 630. 

Spitzen in den Bahnkurven 205 f., 247, 
255. 

•Stabilierung labiler Système durch 
Kreiselwirkungen 135, 196, 767 f., auf- 
rechte Bewegung des symmetrischen 
Kreisels 318 f., 371 f., Thomson’scher 
Satz 771, 906; Torpédo - G eradlauf- 
apparat 786 f., Fahrrad 865 f., 879f., 
Binschienenwagen 905, an Kurven 
912; S. der Langgeschosse 931 f. 

Btabilitilt, Definitionen 343f., 350; theo- 
retische und praktische 325, Routh- 
sches Energiekriterium 358, für cy- 
klische Bewegungen 3611, Kriterium 


ans kleinen Schwingungen 3711; 
Stabilitâts verbal tnis se der permanen- 
ten Brehung 129, 3181, 3711, der 
regulâren Prâcession 2881, Einflufs 
des Luftwiderstandes 592; s. auch 
Stabilierung. 

Stabilitàtsgrade 325, 353. 

Starker Kreisel 249, Spitzenkurven 257, 
Stabilitât der aufrechten Bewegung 
3211, 

Statik des starren Korpers 811 

Staude’sche Drehungen 3871, Staude- 
Bcher Kegel 388, s. auch permanente 
Rotation. 

Stexeographische Projektion 29, 199. 

StOrungstheorie 649, Entwicklung der 
Stôrungsfunktion 650, s. auch Sâkular- 
stôrung. 

Stofskraft 70, Stofschraube 88. 

Symmetrische Drehungsparameter (von 
Euler) 60. 

Symmetrischer Kreisel 1, 104, Modell 
105, Bahnkurven 1971, Intégration 
2161, Ersatz durch Kugelkreisel 234, 
Darstellung durch eUiptiache Funk- 
tionen 4141, Jacohfscher Satz 485, 
s. Bahnkurven, eUiptiache Funktionen, 
Prâcession, Stabilitât usw. 

Theoretische Stabilitât 325. 

Thetafunktion 418, Thetaqnotienten 
(elL P. erster und zweiter Art) 4211, 
nnmerische Berechnung der ^-Reihen 
4411, Konvergenz 4441, praktische 
Bedeutung 454; Transformation 442, 
B. auch elliptische Funktionen. 

Thomson’scker Satz über Stabilierung 
durch gyroskopische Glieder 771, 906. 

Torpédo, Howell- 791, Stabilierung 793, 
Kritik 7931; Whitehead- 7821, Ge- 
xadlaufapparat 784, Torpedokreisel 
785, Théorie der Stabilierung 7861, 
790. 

Trâgheitsellipsoid 99, heim symmetri- 
Bchen Kreisel 104 , weitere IJnter- 
teilung 104. 

Trâgheitsgesetz (Newton’s lex prima) 74. 

Trâgheitsmomente , Trâgheitsprodukte 
98. 

Trâgheitswider stand 163, 165, 169, s. auch 
Deviationswiderstand. 

Transformationstheorie der elliptischen 
Funktionen 47, der -9*-Funktionen 442. 

Transformationsgruppen 161. 
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Txansscendente Konstanten beim sym- 
metriscben Elreisel 428, bei Poinsot- 
bewegung 466. 

TurbirLendampfer , Lagerbeansprucbung 
dnrcb Kreiselwirkungen 917. 

ünendlicb kleine Drebungen 39, Quater- 
nionenformeln 40, Zusaminensetzung42. 

TJniformisieiung durcb elliptiscbe Funk- 
tionen 414. 

Unsymmetriscber Kreisel, Intégrale 376; 
intégrable Pâlie 376 f.: Kowalevski’- 
scber Fall 376, Hefs’scher Fall 378 f., 
Staude’scberFall 387; bei allgemeinem 
Kraftgesetz 377. 

üntergruppe 161, s. Euler’scbe Glei- 
cbungen. 

Yektorielles Prodnkt (âufseres Produkt) 
61, 139, = Zusammensetznng von 
Wendestreckiingen 61, 


Yektorrecbnung 55. 

Yerzweigung8piinkte,Vevzweig\ingslinien 
(anf Riemann’scheii FUlcheïi) 395. 

Wellenwider stand (ak Beatandteil des 
Luftwiderstandcs) 925, bei bewegtem 
Elektron 926. 

Wendestreckung 59. 

Whitebead-Torpedo, s. Torpcdo. 

WiecberPscbe Théorie des Erdinnern 703. 

Zeenaan-Effekt 809. 

Zusaromensotzung von Krilften am starren 
Kdrper84, durcb Addition von Arbeiten 
abgeleitet 89 ; Z. von ï)reliung(in (und 
Drebstreckungcii) fiir Paraineter 
y, â 32, A, B, (U J> 33. 57, durcb 
Quaternionenmultîpîikation 60; Z. 
von Wendeat.reckungen - Yektorpro- 
dukt 61. 
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In 2 Banden. Deutsche Ausgabe besorgtvon P. Sfâckel, Professor in Karlsruhe i.B. 

I. Band: Arithmetik nnd Algebra. Mit 57 Biguren nnd 3 Tafeln. [XYI n. 431 SI crr 8 1908 

In Lomwand geb. B. 8.60. 

n. — Geometrio. Mit 403 Piguren. [XII n. 324 S.] gr. 8. 1909. In Leinwand geb. n. 6.40. 
Bio Vorscbltlge zu oiner Boform des ünterricbts in den Elementen der Matbematik, die neuer- 
dings BoitonB der Unterriclitskommisaion der Gesellscbaft Deutscber Naturforscber nnd Arzte gemacbt 
worden sind, batton in Frankreich bereits seit 1900 in den offiziellen Lehrplànen Verwirklicbung ge- 
funden. Auf dicsor modernen Grundlage bat B. Borel seine vortrefflicben Lebrbücber aufgebaut, die in 
Brankreicb woito Vorbreitung gefunden baben. Es erscbien daber angebracbt, diese Elemente der 
Matberaatik in einor don deutscbon Verbaitnissen angepaJBten Bearbeitung dem deutschen Publiknm 
zugângliob 25U macben, 

Burkhardt, Dr. H., Professor an der TeclimsclienHocliscliule München, Y o rie s un g en 
liber dio Elemente der Differential- und Integralrechnnng znr Be- 
schreibnng von Naturerscheinungen. Mit 38 Piguren. [XII u. 262 S.J 
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. 6. — 
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stattet der Deutschen Mathematiker-Yereinigung. [XII, ïïl u. 1804 S.] gr. 8. 

1908. In 2 Halbbanden geh. je n. Jù 30. — [Registerband unter der Presse.] 

Cranz, Geh. Itegierungsrat Dr. C., Professor an der militàrtechnischen Akademie zn 
Charlottenburg. Lehrbuch der Ballistik in 4 Banden mit zahlreichen Ab- 
bildungen. 

I. Band: Auflore Ballistik oder Tbeorie der Bewegung des Gescbosses von derMündnng der 
Walfo ab bis aum Eindringen in dasZiel. Gleicbzeitig 2. und vollst&ndig mngearbeitete 
Auflage dos Kompendiuma der tbeoretiacben âuBeren Ballistik v. 1896. Mit 128 Eignxen. 
[XïV u. 464 S.] gr. 8. 1910. 

II. — Lolirbuob der innoren Ballistik. [In Vorbereitung.] 

TXT - — Tjehrbuob der oxporimontellen Ballistik. [In Vorbereitung.] 
lY. — - Atlas zu obigon Toilen. [Unter der Presse.] 

Czuber. Plofrat Dr, E., Professor an der Technischen Hochschule zu Wien, Ein- 
fünrnng in die hOhere Mathematik. Mit 114 Piguren. [X u. 382 S.] gr. 8,. 

1909. Geb. n. JC 12.— 

Dyck. Geh. Hofrat Dr. W. v., Professor an der Kgl. Technischen Hochschule zu 
München, und Dr. S. Finsterwalder, Professer an der Kgl, Technischen Hoch- 
schule zu München. Vorlesungen über hôhere Mathematik. In 4 Banden 
zu je 20 Bogen. gr. 8. Geb. (Der I. Band erscheint voraussichtlich im April 1911.) 

Ericke, Geh. Hofrat Dr. B., Professor an der Technischen Hochschule zu Braunschweig, 
kurzgefafite Yorlesungen über verschiedene Gebiete der hôheren 
Mathematik mit Berücksichtigung der Anwendungen. Analytisch- 
funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Piguren. [IX u. 620 S.] gr. «. 
1900. In Lcinwand geb. n. JC 14. — 

[Der II. (SchluB-) Teil über Algebra und Geometrie ist in Vorbereitung.] 

Ftüirmann., Geheimer Hofrat Dr. A., weiland Professor zu Dresden. Aufgaben 
ans der analytischen Mechanik. tïbungsbuch und Literatumachweis für 
Studierende der Mathematik, Physik, Technik usw. In 2 Teilen. gr. 8. Geh. 

Einzeln : 

I Teil* Aufgaben aus der analytischen Statik fester KOrper. 3. verbesserte und ver- 
* mebrt© Auflage. Mit 34 Biguren. [XH u. 206 S.] 1904. Geb. n. Ji 3.60. 

H. — Aufgaben aus der analytischen Bynamik fester KOrper. 2. verbesserte und 
vennebrte Auflage. Mit Biguren. [VI u. 222 S.] 18b2. Geb. n. i4^4.20. 

O-rimsehl, Dr. E., Direktor der Oberrealsohule auf der Uklenkorst zu Hamburg,. 
LebAueb der Physik. Groûe Ausgabe. Zum Gebraueb beim Untemcbt, bei 
akademiseben Vorlesungen und zum Selbstatudium. Mit 1091 Piguren, 2 farbigen 
Tafeln und einem Anhange, enthaltend Tabellen pbysikabseber Konstanten und 
Zablentabellen. [XD u. 1062 S.J gr. 8. 1909. Geb. n. Ji 15.—, in Leinwand 
geb. n, JC 16. — 



Verlag von B. G.Teubner in Leipzig xmd Berlin. 


•GrundlehrerL der Mathematik. Für Studierende und Lehrer. 2 Teilo in 4Bânden. 
Mit vielen Figuren. gr. 8. Geb. 

I Teil’ Die G-rundlehren der Arithmetik und Algobra. 

1 Band: Arithmetik. Von O.ï’arber. [Erisclioint im Sommer 1910.] 

2*. — Algebra. Von E. Notto. [In Vorboroitung.] 

II. — Die Grundlehren der G-eometrie. 

1. Band: Die Elemente der Geometrie. Von H. Thieme. Mit 929 Fîguron. [XII 

U. 394 S.] 1909. n. ^ 9.— 

2. — Von W. P r Z. M O y e r. [In V orbereituu g.] 

Die Grundlebren der Matliomatik“ sind als ein dem heutigen Stande dcr Wiasonachaft ent- 
.sprecliendes Gegensttick zu E. Baltzors „Elementen der Matliomatik“ godaoht. Sio bildou kelu Handbuoh, 
in dem aller irgendwio 'wissenswerto Stoff aufgespeichert wurde, Bondern aie aind in orator Lime dem Untor- 
licht und zwar aucb dem Selbstuntorricht gowidmot. Tiofcren Eragon auchon aie durcli golegentUoiie 
Ausblicke gerecht zu werden. Niclit minder soll auch don lüatonacbcn Intereaaen llechnung gotrageu 
'werden durcb die Angabe der wichtigsten Momento in der zoitlicben Entwlokluug der (dtizelnen Tlioorien. 

SpezieïL wird der zweite Toil in froier Darstellung den Grundlagen, (Jrmulzttgen und Grund- 
metboden der Geometrie gewidmet sein. Im crsten Bande (VorfasBor H. Thioni e) orUalteu die „Klemeuto“, 
.einschlieBlicb der analytiaohen Geometrie der Ebone, gorade durch dan aorglUltige Kingohon auf das 
Aadomatiscbe ihre charakteristiaolie Eftrbung, ohne daû die praktiaobon Pordonnxgtm àm DobrHtoffes vor- 
nacblâasigt würden. Der zweite Band (Verfasaer W. Pr. Meyer) wird unter Ueranssloiiung der Hilfamittel 
■der modemen Algebra (und aucb Punktionontlieorio) die Geoniotrio dor ,, 1. ranaiormationon” boliandeln, 
wobei mit Eticksicht auf den zur Verfügung stebonden Eaum olno boaolirJtnkto AuHwahl von aelbst goboteniat. 

Heimeberg. Geheimer Hofrat Dr. h., Professor an dcr TochniHcbon Htxdisclmle zu 
Karlsruhe, Lehrbuch der grapliiscben Statik. gr, H. ïn keinwand geb. 
[In Yorbereitung.] 

Heun, Dr, K., Professor an der Technischen Hocbschulo zu IvarlBrulie, die kine- 
tischen Problème der wissenscbaftlichen Teichnik. Mit IB Figuren. 
A. n. d, T.: Jabresbericbt der Deutscben Mathoinatiker-Vercinigimg IX, 2. 
[YI U. 123 S.] gr. 8. 1900. Geh. n, JC 4:. — 

. und R. V. Mise Assistent an der k. k. Tochnisclicn Hochschnlo zu Brünn, 

die kinetiscben Problème der modernen MaBchintailehre. gr. 8. In 
Leinwand geb. [In Yorbereitung.] 

Hof 1er, Dr. A., Profess or an der Uni versitat Wien, D i d a k t i k d c a m a t h e in a t i s c h e n 
Unterrichts. A. u. d. T.; DidaktiscbeHandbücbe^.r für den rcalistischon IJnterricht 
an hoheren Schulen. Herausgegeben von A. Hof 1er und F. Pogko. Band 1. 
Mit 2 Tafeln und 147 Figuren. [XYIII u. 509 S.] gr. 8. 191(). Geb. n. iM 12.— 

KRling, Geheimer Regierungsrat Dr. W., Professer an der IJniversitllt Müuater i. W., 
nnd Dr. H. Hovestadt, Professor am Realgymnasium zu Milnster i. W., Hand- 
buch des mathematischen Unterrichts. 2 Blinde. 1. Band. Mit H2 Figuren. 
[YIII u, 466 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand geb. n. JC 10.—. [ Bd. ÏI eracheint 
im Herbst 1910.] 

Daa "Werk will einem doppelton Zweok dlonen: der Vennittlung zwiaoUen WiMouicbatt und 
Dnterricht sowie der Auswabl passender metbodisoher Lehrgiiugo. Dio Vorfauser iintl der Auaiobt, dafl 
•der Unterriobt leide, wenn Beine Beziehimgen zur WisBensobaft aioh lookern. Dagagen liefert aine genaue 
Kenntidfl der Grundlagen der elementaren Mathematik weaentliohe Go8loht«îninkte für dan llntorriobt 
AuBerdem will das Buob zum Nacbdenken Uber den Unterriobt anregeu. Kg wllgt die Vorteile tmd Mftngel 
Yersebiedener Metboden gegeneinandor ab, damit der Lehrer mit klarer Krkormtnii aaBwithïef. wa« «einer 
PerBÔnlicbkeit und dem Standpuukt der ScbtLlor am besten entgpriolit. 

Rirolihoff, Dr. Gustav, weiland Professor der Physik an (ier Uni versitat Berlin, 
Yorlesungen über mathematisebe Physik. 4 Oilnde. Mit Figuren. gr. 8. 
Geh. n. JC 39.—, in Leinwand geb. n. 47.— 

Einzeln : 

I. Band. Mecbanik. 4. Auflage von Dr. W. Wien, Profe«gor au der IJnivergifciU Würzburg. 

[X u. 464 S.] 1897. Geh. n. Ji 13. — , in Leinwand geb. n. Ji 15.«-” 

II. — Optik. Herausgegeben von Dr. Kurt Henael, Brofeigor an der IJnlveriitllt Marburg. 

Mit dem Büdnia Kirobboffs. [VIII u. 272 S.] 1891. Geh. u. JÙ H». , in lieinwand 

geb. n. 12.— 

m. Band. Tbeorie der Elektrizitat und des Magnetismue. Herauigegeben von Dr.Max 
Planck, Professor an der üniversitat Berlin. [X, u. 228 H.) 189Î. Oeh. n. Æ 8.-, in 
Leinwand geb. n. Æ 10.— 

IV. — Tbeorie der Wtlrme. Herauegogebea von Dr. Max Planok, Protaor an der 
Univeraitkt Berlin. [X u. 210 S.] 1894. Geh. n. 8.- , in Leinwand geb. n. 10.- 
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Klein, Gélieiiiier Eegienmgsrat Dr. K., Professer an der üniversitât Gettingen, auto- 
grapliierte Vorlesiingslieftc. 4:. Greh. 


H 6 II O O O O me tri O. 

Hoft 1 [VI U. 5()(; 
Hoffc 2 [IV n. aas 


Anagoarbeitet von Fr. Schilling. Unveranderter Ahdruck 1907. 


(W.-S. 1892/92) 1 
(S.-S 1893) ] 


zusammen n. Ji 15.— 


Nichtouk lidiaeko (J oometrie. 


lïoft 1 [:U).t S.l (W.-S. 18^9/90)1 
— 2 [238 S.] (S.-S. 1890) J 


zuaammen n. Ji 14. — 


Anweudung dor Difforontial- und Integralrechnung auf Geometrie, eine Eevision 
(1er .Pnimpion. Auagearbeitot von Conrad Mü lier. (S.-S. 1901.) Neuer Abdruck 1907 fvttt 
U. 484 S.] n. Jl 10. — ' ‘• 


— U. JE. iH/iôckô. übor angcwaiidte Mathcniatik imd Pbysik in ibrer 
l^ecleiitung für don Unterricht an den bôberen Scbnlen. Nebst Er- 
liViitorung der bezüglichen Gottinger üniyersitâtseinricbtungen. 
Vortrilgo, gehiilteii in Gottingen Ostern 1900 bei Gelegenbeit des Ferienkurses 
für Oberlehrcr der Matbematik nnd Pbysik. Gesammelt von F. Klein und 
E. .Riocke. Mit einein Wiederabdruck versebiedener einscblagiger Aufsatze 
von .F. Klein. Mit 84 Figuren im Text. [VI u. 252 S.] gr. 8. 1900. In 
Leinwand geb. n, JC 0. — 

KoMrausch; weil. Dr. P., in Marburg, vorm. Président der pbysikaliscb-tecbniscben 
ReicbHanstalt zu Cbarlottenburg, Lebrbucb der praktiseben Pbysik. 11., 
stark verm. And. Mit 400 Figuren. [XXXII u. 736 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand 
geb. n, JC 11.— 

— Kleiner Leitfadcn dor praktiseben Pbysik. 2., verm. AuL (6. — 10. 

Tausend.') Mit zahlreicUen Figuren. [XVIII u. 268 S.] gr. 8. 1907. Geb. n. JC 4. — 


Koenigsbergerj (leheinier Rat Dr. Leo^ Professer an der Üniversitât Heidelberg, 
Hennann von .llolmboltz’ üntersuchungen über die Grundlagen der 
Matheniatik und Meclianik. Mit einem Bildnis H. v. Helmboltz’ nacb einer 
iVlskizze von F. v. Lenbacb. [V u. 58 S.J gr. 8. 1896. Geb. n. JC 2.40. 

die Prinzipien der Meclianik. Matbematische Untersuebungen. [XII 

n. 228 S.J gr. 8. 1901. Geb. n. oiC 9. — 

Lambj H., F. R. S., Protbssor an der Viktoria- üniversitât Manchester, Lebrbucb 
der Ily (Irody namik. Deutsche autorisierte Ausgabe, nacb der 3. engliscben 
Auflage besorgt von Job. Friedel. Mit 79 Figuren. [XIV u. 788 S.] gr. 8. 
1907. Geb. n. JC 20.— 

Lanehester, P. W., in Birmingbam, Aërody namik. Ein Gesamtwerk über das 
Fliegen. Deutseb von (J. und A. Runge in Gottingen. In 2 Bânclen. gr. 8. 

I. Baïul: Mit Auhiliigon tlhor dio Goschwindi gkeit und den Impuls von Schall- 
wüllon, ahcr dio Thoorie des Segolfluges usw. Mit 162 Figuren und 1 Tafel. [XIV u. 
360 S.l 1909. n. 12.— 

n. Spezlollo Prohlomo dor Flugtoclinik. (In Vorbereitung.) 

Lorenz, Dr. H., Profesaor an der Tochniseben ïïocbscbule zu Danzig, Dynamik 
der Kurbolgetriebe mit besonderer Berûcksicbtigung der Sebiffs- 
masebinen. Mit 0(> Figuren. [V u. 156 S.] gr. 8. 1901. Geb. n. oiC 5. 

Love, A. P. H., M. A. I). Sc. F. R. S., Professor an der üniversitât Oxford, Lebrbucb 
der Elastizitât. Autorisierte deutsebe Ausgabe unter Mitwirkung des Ver- 
fasHcra benorgt von A. Timpe, Privatdozent an der Tecbniseben Hocbscbnle 
zu Aaclien. Mit 75 Abbildungen. [XVI u. 664 S.J gr. 8. 1907. Geb.n. 16, 

Marcolongo, Dr. R., ProfesBor an der üniversitât Neapel, rationelle Mecbanik. 
Deutseb von Dr. K. Boebm, Professor an der üniversitât Heidelberg. 2 Bande, 
gr. 8, Gel). | Unter der Presse.] 

JKlein-Sommtsrfüld, KroisoJhowegung. 
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Meehanik, tintèr Mitwirlning von M. Abrai.am, *;■ t 1. uml h m;nfest, S. 

Pinsterwalder, 0. Fischer, Ph; FoiTbheniier lAi iMirtvva.ig cr, M. (irublor, L. 
Henneherg, K. Heun, G. Jung, A. Knlott, H. '*;■ 'i'. ^'wes, 

L Prandtl H ReiBner, A. Schocnflios, P. btackcl, G. IciionO, kj. limonhug, A. 
Timne A Voss, G. T. Walkcr, G. Zeniplcn, rcdigicri. von P. Klein nnd C. 
H. Muller. ' A. u. d. T.: Encyklopiidio dur niathcniiihscluiii Wissenschal'fcen. 


Band IV, in' i Teilbânden. 
Bisher erschien : 

I. Teilband. [XVI u. 691 «.] 1901 

1. Heft. 1904, 

[XI U. 593 S.] 


n. 

m. 

lY. 


■ 1908 . (k*h. ti. .//. ‘-' 0 . 10 , in < n. 21 

n.JC 4 . 40 . 

1901 -1908. Go}i.n.Ji 17.60, in nriKinallwiul gnb. n. 20.60 


— 1. Heft. 1907. Ji.JiS.Q0. 2. Heft. 1907. n. .//, r>.20. 


Minkowski, Dr. H., weil. Professer an der ünivorHiiiU Gfdtingcn, K.auin und Zeit. 
Vortrag, gehalten auf der 80. Naturforsclier-V (*i*Hanniiluiig zu Coin a, K, h. am 
21. September 1908. Mit dem Bikinis Honnann MinkownkiH «owio eînoni Vor- 
wort von A. Gutzmer. [IV u. 14 S.| gr. 8. 1900. (Joli. n. ,//. .H(). 

Neumann, Dr. Fr., weil. Profesaor an dor UniverHiUU. Künîgshnrg, gi^nannnolte 
Werke. In 8 Bànden. IL Band. Jîei dor IIorauKgubo dioHOs Haiid(\8 kîikI tiltîg 
gewesen die Herren: E. Dorn (Halle), O. E. Meyer (Broslau*, C. Neumann 
(Leipzig), C. Pape (früher in Künigaberg), L. SaalHohüt//, (KrmigHbergi, K. von 
der Mühll (Basel), A. Wangerin (Halle), 11. \Vol>or .Strabburg). Mit oinom 
Bildnis Franz Neumanns ans dem 86. Lobensjahro in Holiogravüro. | X VI \i. 620 S.] 
gr. 4. 1906. GeL n. <M. 86. — 

Vorlesungen iiber matheiuatiHche Phynik, golmltou an i\vr IJni- 

versitât Kônigsberg. Herausgegeben von seintm Schal(‘rn in zwangli>H(sn Iloften. 


I. Heft: Vorlesungen übor dio Thoorio d o» MagnutiiuuuM, luimDUtlh-h ah«*r did Tlimirie 
der magnotischon Induktion. HerausgegelMUi vim (Johfimnii HtUVuf Ur. t’arl Neu- 
mann, Prof, an dor Universitilt Loipzig. (VIII u, 1 lil H.| gr M. IH >t (îoli, u. Jl 3.60, 

IL — Einleitung in die theorotischo Phynik. llGnumgcgolM'u von Or. O. Pape, 

weil. Profosaor an dor lJniver»U&t KOnigsborg. Mit I'‘jguron (X u, i'9l H,] gr. 8, 

1883. Geh. n. M ii.— 

III. — Vorlesungen übor oloktriBoho Htrôme. Ilonuwgogohm vun l>r K. vnu dor 

Mühll, .Professer an dor UnivorHitttt Hasol. Mit Figetn^j (X n Î'.IO S.j gr. H. 18H4, 
Geh. n. M 9.60. 

IV. — Vorlesungen übor thoorotisohi^ (iptik. ItonuiogogolM'ii vou Pr, N. Doru, 

Professor an der Universitilt Halle. Mit Figureu tunl eu»ein IlihIuiH Noumauns iu 
Lichtdruck. [VIII u. 310 S.] gr. 8. 18H5. GoU. n. . >/ 9. 60. 

V. — Vorlesungen über die Théorie dor FliiHtJ/.i tilt ilor fonîen Korpor und 

des Liohtâthers. llerauHgegebon veux Dr. Onkar Hmil PrufoMor au dor 

Universitilt Breslau. [XIV u 374 H-l gr. 8. iHH-t, (jidi. n tl 6», 

VL — Vorlesungen übor die Thoo ri o des Pi» ton t i u l « u int il «• r E u gr t f u n k t uuhiu. 

Herausgegeben von (îeheimem Mofrat Dr. (’arl Xotutuinn, Pr»»lbMsor «n dor Uni- 
versitat Leipzig. Mit Figuren. [XVI u, 36i S( gr. ?. (Mdi n .h 

Vil. — Vorlesungen Übor die Theorlo dor KjipÜhtrttut lîrruu«gogfl»on vim Doh. 

Begiorungsrat ï)r. A. Wangorin, Profossur an dor I tavornunî Hallo a. H. (X u. 
234 S.] gr. 8. 1894. Geh n. .// H. 

VIII. — Vorlesungen Über die Wilrme. Horawagogohou vu» Dr J pornot, PrnfoMor 
in Zürich. gr. 8. Geh. (In Varberoitung.j 


Ostenfeld, Dr. A., Professor an der TechniKcben lîuc'liHt’hiîb* /.u K<»|H'HlG4D*rt, tech- 
nische Statik. Vorlesungen über die Tbottrie der Tnii^kfmhfrukîiHUPiî. Ikmtsch 
von D. Skouge. Mit 38G Figuron auf 88 'laielu ! VH! u. ifiG S J gr H. 1904. 
Geb. n. Ji 12.-- 


Perry, J,, Drebkreisel. iJoutHche. Aungube, b«‘«Grgt v«»ïi Augui4t Walzel. 
Mit 58 Abbildungen und 1 Titelbild. IVÎIÎ u 125 Mj h î9«il. Geb. n. 
Jt 2.80. 
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Pringsheims Dr. E,, Profesaor an der üniversitat Breslau, Vorlesungen über die 
• Physik der tSonne. Mit 235 ALbildungen und 7 Tafeln. [VIII u. 435 S.] 
gr. 8. 1910. Geh. i\. oiL lô.^. In Leinwaud geb. n. Ji 1 %. — 

RoTitlij Edward Jolinj bc. D., LL. D., P. R. S., usw., weiland Professer an der Uni- 
versitat Cambridge, dicDynamik der Système starrer Korper. In 2 Bànden 
mit zahlreichen Heispielen. Autorisierte deutsche Ausgabe vom Adolf Scliepp, 
weiland Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. Mit einem Vorwort von P. Klein’ 
gr. 8. 1898. In Leinwand geb. n. JL 24. — . ’ 

I. Band: Bio M loin en te. Mit 57 Mguren. [XII u. 472 S.] n. Ji. 10.— 

IL Bio hohero Dynamik. Mit îLS Bignren. [XII u. 544 S.] n. JiU.— 


Scliell, Dr. W., weiland Professer am Polytechniknm zu Karlsruhe, Théorie der 
Bewegung und der Krïifte. Ein Lehrbuch der theoretischen Mechanik mit 
besonderer Rückaicht auf das Bedürfnis technischer Hochschalen. Mit vielen 
Holzsclinitten. 2., umgearbeitete Auflage. 2 Bilnde. gr. 8. Geh. n. ci^20.— , 
in Halbfranz geb. n. JL 24.— 

Einzelu: 

1. Band; I.BeomotriedorStrookonsysteme und GreometriederMassen, 2. Greometrie 
dor Bôwogung nnd Théorie der Bewogungazustiinde (Kinematik). [XVI 
u. f)H0 H.] 1879. Goh. n. ..^410.—, in Halbfranz geb. n. Ji. 12.— 

II. *• 5, Tlu'orio dor K r lifte und ihrer Aquivalenz (Dynamik im weiterenSinne, 

oiuHchlLoülioh Btatik). 4. Théorie der durch Krüfte erzeugten Bewegung 
(.Kinotik odt^r Bynamik iin ongoren Sinne). [XII u. 618 S.] ISSO. Geh. n. 
J(, 10.--, in Halbfranz goh. n, JC12.— ■ 


Schlink, Dr. W., Dipl.-Ing., Professor an der Technischen Hochschule zu Braunschweig, 
Statik der Raumfachwerke. Mit 214 Abbildungen und 2 Tafeln. [XIV u. 
.390 S.J gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. JL 9 . — 


SchoenfLieSj Dr. A., Professor an der üniversitat Kônigsberg i. Pr., Geome trie der 
Bewegung in synthetischer Daxstellung. Mit Figuren. [VI u. 951 S.] 
gr. 8. 1880. Geh. n. 4. — 


Soliwermgj Prof. Dr. K., Direktor des Gymnasiums an der Apostelkirche zn Coin a.Rh., 
Handbuch der Elementarmathematik fûr Lehrer. Mit 139 Fignren. 
[VIII u. 408 S.| gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. JL S . — 

Stephan, Ut^gierungsbaumeister P., Oberlehrer an der Kgl. Maachinenbauschule zu 
Dortniiind, die tochnische Mechanik. Elementares Lehrbuch fûr mittlere 
maHchinentechnische Fachachulen und Hilfsbuch fûr Studierende hûherer tech- 
nischer Lehranstalten. 2 Teile. gr. 8. 

I. Toil. Mechanik atarror KOrpor. Mit 255 Figuren. [VUE u. 344 S.] 1904. In Leinw. geb. n. JC 7.— 
II. ~ Festigkeitslehre und Mechanik der flllssigen und gasfôrmigeu Kôrper. Mit 200 Figuren. 

(VlIl u. 332 S.J 1006. In liOinwand geb. n. Jil 


Study, E., Professor an der UniverBitilt Bonn, Geometrie der Dynamen. Die 
, /jusammensetzung von Krilften und verwandte Gegenstande der Geometrie. Mit 
40 Figuren und 1 Tafel. [XIII n. 603 S.] gr. 8. 1903. Geh. n. 21.~, in 
Halbfranz geb. n, JC 23. — 


Taschenbuoli fur Mathomatiker und Physiker. 1. Jahrgang 1909/10. Unter 
Mitwirkung von Fr. Auerbach, O. Knopf, H. Liebmaiin, 
herausg. von Félix Auerbach. Mit 1 Bildnis Lord Kelvins. [XLIV u. 450 b. J 
8. 1909. In Leinwand geb. n. JL Q.— 


IL Jahrgang. 1911. ünter Mitwirkung von D. Hilbert, H. Greinacher, 

G. Hessoriberg, 0. Knopf, H. Liebmann, W. Lietzmann, H. Reissner 
K Simons, O. Tûplitz, W. Wienund R. Ziegel herausg. von F Auerbach 
und R. Roth e. Mit einem Bildnis H. Minkowskis. [ca. 500 S.] 8. lu Leinwand 
geh. ca. n. JL 0.—. [Erscheiut im Dezemher 1910.] 
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Tannery, J., Profeasor an der üniversitilt Paris, Subdirektor der Eeolo normale supé- 
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